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МАКСИМИЗАЦИЯ ФУНКЦИИ ВЕРОЯТНОСТИ
НА ПРОСТЫХ МНОЖЕСТВАХ

(Представлена X. Аденом)

1. Рассмотрим задачу стохастического программирования в г-мерном
евклидовом пространстве R r

ma (1)
хеХ

Здесь | = £(со) вектор случайных параметров, отображающий веро-
ятностное пространство (П, 2, Р) в {R m

, В, Р%); f{x,l) действитель-
ная функция, определенная на Rr X Rm \ t фиксированное число,
Pl(-) индуцированная вектором £, мера в R l7l . Множество Xd R r

«простое», т. е. на X можно эффективно решать вспомогательные задачи
типа максимизации линейной или квадратичной функции р]. В даль-
нейшем X будем считать выпуклым компактом.

Решение задачи (1) с помощью итеративных методов, использующих
значения функции v{x,t) и ее производной, возможно лишь в редких
случаях даже при известном распределении случайного вектора Н, в
выражении

(2)
что связано с большими вычислительными трудностями из-за размер-
ности пространства R m. Во многих же задачах законы распределения
вовсе не заданы. Поэтому значительный интерес представляют прямые
методы решения задачи (1), основанные на оценках функции вероят-
ности v{x,t) иее производной. В [ 2 ] был рассмотрен метод максими-
зации функции v{x,t), который заключался в замене производной от
v{x,t) по х оценкой ее конечно-разностной аппроксимации. В основу
такого подхода был положен построенный в [3 ] алгоритм минимиза-
ции функции псевдоградиентным методом. Однако заданные в [2 ] усло-
вия, при которых v'x {x,t) удовлетворяет условию Липшица, весьма
трудно поддаются проверке. Поэтому более удобной оказывается мето-
дика, разработанная Е. А. Нурминским [4 ], которая позволяет обоб-
щить теоремы Зангвилла [s ] о сходимости алгоритмов решения задач
нелинейного программирования.

Пусть X* множество решений задачи (1). Выбор метода для ее
решения зависит от описания множества X*. Если v{x,t) дифференци-
руема по х, то множество решений X * можно представить в виде

Х*={х* е X :{v'x {x*,t) ,х для всех х <= А} (3)
или в виде
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X*\= {x* eX: x* =n(x*-f-Qü /*(x*, t) ) для всех q>o}, (4)
где л {у) проекция точки у на множество X. Метод линеаризации и
метод проекции градиента можно рассматривать как итерационные
способы проверки условий (3) и (4) соответственно. Метод для реше-
ния задачи (1) считается сходящимся, если предел любой почти навер-
ное (п. и.) сходящейся подпоследовательности х Пк последовательно-
сти хп , построенной каким-либо методом, принадлежит п. н. множе-
ству X*.

При каждом фиксированном х функция v{x,t) от t является функ-
цией распределения случайной величины f{x,l). Пусть . ..

,

независимые случайные векторы, распределение которых совпадает с
распределением вектора £. Тогда f{x,h), ... , f{x,^n ) независимые
случайные величины с распределением v{x,t). Для построения диффе-
ренцируемой по х оценки функции v{x,t) воспользуемся оценкой Пар-
зена [ 6 ], которая в данном случае принимает вид

t

■>.(4,5. 5.)=-i /K{ X ~f
~:— )dx, (5)

ППп г=l -.00
' Пп

где lim/in =O, lim nhn =oo, (6)
77.->IOO П-ХОО

и непрерывная функция действительной переменной К (у) удовлетво-
ряет условиям

со
JK{y)dy= 1, sup \К{у) | <оо,

—оо —оо<у<оо
(7)оо оо х 7

JyK{y)dy= o, f \уК(у) \dy< ос.
—оо —оо

Производную оценки vn (x,t,h, ... ,
|„) можно выписать в следующем

виде

V'nx(X, t, li |.) = j-2 f'x (х, ьж{--~Д’ Е<) ). (8)
I I

' fan ■
Условия дифференцируемости функции v{x,t) по х довольно гро-

моздки и малоинформативны. Один вариант таких условий приведен
в [ 7 ]. В дальнейшем будем предполагать, что производные v'x {x,t) и
v"xt{x, t) существуют для всех хе! и t е R l

.

Лемма. Если v"xt {x,t) равномерно ограничена для всех tR\
teid существует числовая функция R{l) такая, что

оо и Г.(*,Ш<Я(6)
Rm

при любом хе X, тогда v'nx {x, t,h, ...
, | те ) сходится п. н. равномерно

по хе! к v'x {x, t) .

Доказательство. При сделанных предположениях о К (у) и
Гх(х, £) справедлив аналог следствия (4.1) из [ B ]:

P[lim sup \\v'nx {x,t,lu ..., ln ) Ev'nx {x,t,h, ..., £n)ll =o]= l, (9)
n-х» j:gl

t. e. v'nx {x,t,l i, ... , |,г ) сходится п. н. равномерно по хе! к
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Ev'nx {x, t, |i, ,
|n ), где E знак математического ожидания. Изве-

стно [9 ], что
со

Ev'nx {x, t, 11, ..., In) =v'x {x,t) hn JyK{y)v"xt {x,t Qhny)dy,
—•CO

где
ность v"xt{x,t), на К (у) ина hn , имеем, что

lim Ev'nx {x, t, |i, ..., I n )=v'x {x,t) (10)
П-МЗО

равномерно на множестве X. Суммируя (9) и (10), получим требуемый
результат.
2. Метод линеаризации. Определим множество решений X*
задачи (1) в виде (3). Рассмотрим случайную последовательность хп,

заданную соотношениями
Хо GE X,

{Хп Хп) ,

(а пх {Хп> Е |l, • • • > |п) , Хп) == ГПаХ (ü пзс {Хп> Е |l, • • ■ , |п) , -О ,

зсеХ

где v'nx {xn ,t, |ь ... , |п) дается соотношением (8).
Разъясним случайную природу последовательности хп . При каж-

дом п случайный вектор хп определяется на or-алгебре Е п~ь порожден-
ной случайными векторами |ь ... ,

|n-i. Отдельные реализации слу-
чайной последовательности хп как случайные величины задаются на
пространстве представлений с cr-алгеброй F, индуцированной расши-
ряющейся последовательностью cr-алгебр F n . Это пространство мы обо-

оо
значим через {E,F, ц), где р(Е) = 1, Н■= П Ri m и ц(•) иидуциро-

г'=l
ванная мера на (S , F) . Элементы множества S обозначим через |°°.

Теорема 1. Если выполнены условия леммы, 0 р ?г 1, Q n ->■ 0,
оо

Q n =оо и V {х, t) принимает на X* конечное число значений,
п=l
то предельные точки последовательности хп принадлежат п. н. мно-
жеству X*.

Доказательство. Воспользуемся методикой из [ 4 ]. Пусть
существует подпоследовательность ,хПн , которая сходится, но не к точке
множества X*, т. е.

lim ХпЛ1пк~l )=х'{Ь>0О где |8= (|ь ...,
|s ),

ft-м»

для всех 100I00 еВci Н и ц(Д) >O. Без ограничения общности примем,
что В = Е. Тогда для любого ei > 0 найдется А > 0 такая, что
Ц(Sj ) >1 B], где

Si= {|°°: (o'* (*' (I00 ) ,t), х х' (|°°) )>А}.
В дальнейшем будем считать, что |°° g Е[. В силу непрерывности функ-
ции ,{v'x {х, t) , у—х) по х найдется индекс N N(|°°) такой, что при
k N и всех п пь

( v'x {Xn K, t), х хп )^А/2
для всех х X. Покажем, что вся последовательность хп , начиная с
некоторого номера nh , не может находиться внутри е-окрестности
точки хПк . Допустим существование АТ(|°°) такого, что при достаточно
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малом е и всех k> N' имеет место ||xs х Пк \\. < е для любого
s » rih. Тогда

и {х3, t) v ( хпн , t) = ( v'x (хпк, t), xs хпн ) +o (e) =

_
_

(12)
(ü x {Хпк> 0 ) Qn {%n %n) ) (e) •

, n=nt

Согласно лемме 1, v'nx {x,t,lb , ln ) сходится п. и. равномерно по
x e X к v'x {x,t), т. e. для любого б >* О при всех I°° е Hi найдется
АГ б (Г) такой, что при любом п N"ö{l°°)

\\v'nx {x, t, li, . .., In)—V'x {x, /)|| <6.
Следовательно, при достаточно большом k

шах ( v ПкХ {хПк , t, ..., Iпк ) > х хп ) =
хеХ

:== пкх С •• • ) &пи) j £?г *п) Д-5 Д/4
И

х {Х Пк ,
/)

, £тг Xn ) Д-гА/8.
Тогда из (12) вытекает

V {xs, t) V {хпн, t) А/8 £ Qn+o(е), (13)
п=пк

что при s —>■ оо противоречит ограниченности левой части этого нера-
венства. Стало быть, существует номер

тй (£°°) =шlп{/г : n>nfe, Ц*п xnJ^e}
такой, что nik < 00.

По определению Ц*тк — х„к \\ И*™*-! — xn J| < е. Но поскольку

llХтн ХпкИ Хтк— l|| -f- [| XmK—i XnJ|
и в силу ограниченности множества X

— Хтн —
l|| 1 \\%тк—l Хтк — l||

и Q n оо при п —>- оо, то при достаточно большом k

\\Хт* Хпк \\<2е при I°°^Е 2, р( s2)^l—2si.

Следовательно, неравенство (13) остается в силе и для s=т. е.
тк~ 1

v{xmK,t) v{xnH Qn+o(2s).

m K—l mK —1
Но Qnlkn *«II<L Qjj, откуда

n=nK n=nK

mK-l
Qn е/T

n=nK

И
v{xmK,t) >o(*n.,o+Ae/BL+o(2e). (14)
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Без ограничения общности допустим, что существуют lim v {хтк , t) =d"
и lim v{XnK,i)=d'. Тогда d" d' ,-f- A&JBL.

k-+oo
Выберем из {d', d") числа аи b 'такие, что для любого х* еX* либо

v{x*,t) < а, либо v{x*,t) > b. Это возможно в силу предположения о
конечности числа значений v{x,t) на А*. Последовательность v{xn,t)
пересекает интервал {а, Ь) сверху вниз [lo ] бесконечное число раз.
Выберем последовательности индексов {ph} и {qu) так, чтобы pk < qu,
v {хрн, v (xq K , t) а, а< v (xs, t) Cb, p h <s < qu- Соответст-
вующим выбором последовательности nap {ph, qu) всегда можно до-
биться того, чтобы последовательность хРк сходилась. Пусть lim хРк =

k-yoo
= х". Так как

Ъ— V ( хРк , {xPK+i , t) и (хРк , t)
и

lim ||xn+i xJl=o, то lim v {хРк , t) =b,
h-^oo

следовательно, вновь можно найти номер Sh <С oo такой, что

sh=min{s \ s>pk , i|xs XpJ| >е}.
При достаточно малом е>o и достаточно большом k верно Pk<.Sh<Cqh-
Тем самым для всех g°° е Н 2, p(S 2 ) 1— 2щ

lim V (xSK , t ) lim и {xPk, t ) =b.

Но неравенство (14) дает, в силу произвольности щ » 0,
lim и (xSH , t) > lim v (xPk , t).

h-*°°

Полученное противоречие доказывает теорему.
Замечание 1. Метод стохастической линеаризации был изучен
в [ и ] для локально липшицевых функций и в ,[ 12 ] для выпуклых функ-
ций.
3. Метод проекции градиента. Определим множество реше-
ний X * задачи (1) в виде (4). Рассмотрим случайную последователь-
ность хп, заданную соотношениями

х0 е X,

Хп+1 == Л пх {%п, t, ••• > Еп) ) • ( 15)

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то предельные
точки последовательности ,x n, определенной соотношением (15), п. н.
принадлежат множеству X*, определенному соотношением (4).
Доказательство. Пусть существует подпоследовательность
х\п к, которая сходится, но не к точке множества X* для почти всех
|10° f= S. Тогда для любого ei >■ 0 найдется А> 0 такая, что (ы(Н i )

I—е 1 , где

Si ={Г : lU' (|«>) л (х' (£°°) +о'* (х' (Г) ,0) II А> o}.
Покажем, что при достаточно большом k и всех п пи

{v'x (Xn, t ) , Л (Xn> t) ) Xn) QnA"/4.
2*
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Известно, что при 0 q 1
pH* Я [x+v'x {х, 0 ) II <ll* я {X+QV'x (Х, t) ) II

и # (16)
е( у/ос (*, t )

, Я (x+Qt/* {X, t)) ||я (X+Qü'x {х, t) ) х|| 2

(см., напр., [ l3 ]). При достаточно большом k и всех п Пу

I \Xn n{xn-\-v'x(xnt /)) ||^А/2
и

lI Хп Я {Xn +QnV х ( Хп , t ) )(I ||Xn Я {Хп~\~д /

х (*n> t) )II
Из неравенства (16) получим теперь

{V х (*тг> f) > Я (-Xn-}-Q n t) х (*n> 0) *п) Qn А“/4.
Так как

j(ü х (Хп, , Я пх (*п> >Еь• • • > Еп) ) *п)
(у х (*п» > Я х (*п> 0 ) *п) |

п (|| Üпх (*п> Eb •• • , En) El) пх (*п» t, El, ••• > En) II ~h
Н~ ll пх (*П) Еь •••> Еп) V Х {хп , t) ||),

где М некоторая константа, то в силу леммы и того, что Qn -+■ О,
имеем, начиная с некоторого k,

(ü х (*пю 0) Я пх (*n> t, Eb ■• • > Е п) ) *n) QnA"VI 6.
Следовательно, может быть получено неравенство

v{xs, t)—v{xnK, t)^A2/\6£ Qn+o{e),
n=nK

аналогичное неравенству (13). Остальная схема доказательства та же,
что и доказательства теоремы 1.
Замечание 2. Метод стохастической аппроксимации проекции
градиента был предложен в [ l4 ]. Однако функция v{x,t) не удовлет-
воряет заданным там условиям.
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R. LEPP

TÕENÄOSUSFUNKTSIOONI MAKSIMEERIMINE
LIHTSATE KITSENDUSTE KORRAL

Ülesande max P|[/(.v, |) < f] lahendamiseks on kasutatud tingliku gradiendi ja gradiendi
x^x

projektsiooni meetodit, kusjuures gradiendi hindamiseks juhusliku vektori | realisat-
sioonide kaudu on kasutatud Parzeni tuuma tüüpi hinnangut [ 6 ], Saadud jada piir-
punktid rahuldavad ülesande lahendi tarvilikke tingimusi.

R. LEPP

MAXIMIZATION OF THE PROBABILITY FUNCTION IN SIMPLE CONSTRAINTS

This paper is concerned with two algorithms for finding a maximum of probability
function v{x, I) <f] in X, where Xcz R r is a convex closed and bounded
set, in which we can efficiently solve auxiliary linear or quadratic programming prob-
lems; | is a m-dimensional random vector with unknown distribution and the real
number t is fixed. Basing on independent realizations of the random vector |, the
Parzen kernel-type [ 6 ] differentiable in x estimate of v(x, t) is constructed. It is
shown that limit points of the sequences generated by linearization and gradient pro-
jection methods, satisfy the necessary conditions for maximality with the probability-
one.
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