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С. УЛЬМ

О НЕКОТОРЫХ ПРИМЕНЕНИЯХ ПРИНЦИПА
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

Для решения задач нелинейного планирования устанавливается связь между
принципом прогнозирования взаимодействий [’] и методом декомпозиции, основанным
на частичной линеаризации подсистем [ 2 ]. Этот принцип применяется для декомпози-
ции одной экономической модели, изученной Т. Кронше [ 3 ’ 4 ]. При этом координируе-
мость рассматриваемых задач доказывается на основании необходимых и достаточ-
ных условий минимума. По содержанию настоящая работа примыкает к статье [ s ].

I. Представим задачу нелинейного планирования в виде

(О

(2)

Разложим задачу (1) (2) некоторым образом на подзадачи

При фиксированном а* обозначим решение (не обязательно един-
ственное) /-й подзадачи (3) через Xi{ai)(i=\, п).

Задача второго уровня (центра) состоит в нахождении координи-
рующих входов ai таких, чтобы

(4)

где x= (xi, xn ) решение задачи (1) (2).
Для осуществления процесса координации введем (ср. [ ! - s ]) т. н.

функции взаимодействия Ki{x) {i = 1, ..., п), связывающие подзадачи
(3) с общей задачей (1) (2). Пусть (си) = Ki(X) {i —1, ..., п). Для
каждого а можно вычислить значения Ki{x(a)), где х(а) =

= (*i(ai), ..., Хп{а п)) некоторый вектор решения подзадач.
Будем говорить (ср. [ l>s ]), что при выбранных fi{Xi,ai) и Ki{x)
а) к задаче (1) (2) применим принцип прогнозирования взаимо-

действий, если из предположения выполнения равенств

следует

(6)
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f{xu xn )->min,
xel

где
X=XiX.-.XXn,

т. е. Xi еXi ; Xi = {хц, ..
.

, Xi ni ) в общем векторы.

(t= 1, п). (3)

Xi(CLi) —Xi [i— 1, .. . , n),

ai Ki{x(a)) (i== 1, ..., n) (5)

x{a) =x\
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б) задача (1) (2) координируема с помощью принципа прогнози-
рования взаимодействий, если этот принцип применим и существуют
а* такие, при которых равенства (5) выполняются.

2. Пусть целевая функция (1) дана в виде

(7)

Допустим, что функции g(x) и gi(Xi) выпуклы и дифференцируемы,
а множества Х{ выпуклые компакты (i = 1, ...» п).

и

(9)

Тогда условия координации (5) примут вид

(10)

Покажем, что при выбранных /ч(*г, аг ) и Ki{x) задача (1) (2) с це-
левой функцией (7) координируема с помощью принципа прогнози-
рования взаимодействий.

А. Пр именимость принципа. Допустим, что условия коор-
динации (10) при некотором значении а выполнены. Тогда на основа-
нии необходимых и достаточных условий минимума (см., напр., [ 6 ])
для подзадач справедливо

для каждого xel, т. е. необходимые и достаточные условия минимума
для нашей задачи выполнены. Итак, из равенств (5) следует фор-
мула (6),

Б. Координируем ость. Покажем, что система (10) имеет
решение. Допустим, что решением ее является

(13)

Это значит, что решением подзадачи

(14)

* Символ <'•,•> означает скалярное произведение.

n
f{x1, Xn )=2J Xn).

2=1

Выберем *

fi[Xi,di) —§i {%i) %i) (8)

„ ~л dg(Xi, . х п )
/: 1K.i (х) ()х- ’ ' ' ' ’

dg(*i(cci), . . . , Xn{On)) . v
“ i= äZ (,=l ’ —n)

/ dgi{Xi{ai)Y
tl

dgiXiiat), xn {an))
,

Д /114
\ öS •*'-** (ai) ?>° < ll >

для каждого {i=\, n). Суммируя эти неравенства, полу-
чим

(grad f{x(a)), x (12)

dg {Xu . , xn)
.. ,а< =а‘= (l=1 n)

Л. А

f ,

л
V / ч, / дB(хи • ..Хп) \fi(Xi, CLi) =gi(*i)'+ \

*

д—-——, / ->шш
' ax i /
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является

(15)

При нашем допущении и на основании необходимых и достаточных
условий минимума должны быть справедливыми неравенства

(16)

Это действительно так, поскольку на основании условий минимума для
рассматриваемой задачи

откуда следует выеолвяемость (16) для каждого i —1, , п. До-
пустим противное. Пусть по крайней мере для одного i, например, для
i= k, существует точка Xh Хь такая, что

(18)

Рассмотрим точку

Тогда, очевидно, (grad f (xu), x — x) <o,т.e. x не удовлетворяет усло-
виям (17). Мы получили противоречие. Итак, система (10) имеет ре-
шение и наша задача является координируемой.

Замечание. Аналогичный метод декомпозиции (без ограничения
igl), но с другой точки зрения, был представлен в [2 ]. Там же был
разработан и некоторый алгоритм для координации, т. е. для решения
системы (10). Вышеизложенное показывает, что этот метод декомпо-
зиции можно интерпретировать как пример применения принципа про-
гнозирования взаимодействий.

3, Рассмотрим применение этого принципа для декомпозиции одной
экономической модели, исследованной другими способами Т. Кронше
[’S, 4 j **.

(19)

Выберем

и построим подзадачи следующим образом.
** В [ 3- 4 ] можно найти и экономическую интерпретацию модели (19)

A A

Xi (щ) =х { (i= 1, ..., n).

/ dgi(Xi) dg{xи .. ~ xn ) л
n

\ *+' T *, Xi —Xi >^o
\ OXi OXi /

{Xi €E Xi\ i= 1, n)

Xi-x.)s>o (17)
* dxi иХ{ •

I—l1—1
t= 1, ..., n),

Ä _a )<„.
' dxk dxh /

X — (xi, •• • у Xh —l) Xky Xh-\-iy •• • у Xfi} СИ X.

П

min,
г=o

(t=l, ..., n)
еXf (t =O,. . , , ft).

/Сг (Х) =Дг (ЛГг) (t=l, . .., fl)
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1-я подзадача:

(t= 1, - tl)
,

(20)
*о А0 ;

г-я подзадача (г — 2; ... , /г.-f- 1);
min,

_v. O')
л г -1 (ЕЕ Л г—l.

Координирующими входами второго уровня являются а = (си,
• •

•
, а п)

и ß = (ßb ...
, ß n ) (при этом с помощью величин ßi 0 модифици-

руются целевые функции подсистем). Предположим, что fi, gi, hi —

выпуклые функции, -— выпуклые компакты, ах* — в общем век-
торы. Допустим также, что для глобальной задачи (19) и для 1-й под-
задачи (при интересующих нас значениях щ) условие Слейтера выпол-
няется. Обозначим решение 1-й подзадачи через Хо(а), соответствую-
щие множители Лагранжа через ЯДa) (i — I, ... , п) и решение г-й
подзадачи через Xi-i(ßi-i) (г = 2, ... , п+1). Оказывается, что усло-
вия координации выражаются в виде

(Хг == hi (Х{ (ßi‘) )
,

ß* =Ma) (22)
(i= 1, •••, п).

4. Покажем, что при сделанных предположениях задача (19) коор-
динируема с помощью принципа прогнозирования взаимодействий.

А. Применимость принципа. При наших предположениях
задача (19) и подзадачи (20), (21) имеют решение, причем для задач
(19) и (20) необходимым и. достаточным условием оптимальности яв-
ляется существование седловой точки у соответствующих функций Лаг-
ранжа. Допустим, что существуют а и ß такие, что условия (22) выпол-
няются. Покажем, что тогда £=(х0 (а), Xi(ßi), xn (ßn)) =

= (x'o, ..., x-п) и Я=(ЯДа), ..., Яп (а)) = (Яь ...
, Яп ) являются

соответственно решением задачи (19) и вектором множителей Лаг-
ранжа.

Условия седловой точки для 1-й подзадачи при а* = hi{xi) и ßi = Яг
выражаются в виде

П

to (хо) + Е Яг {gi (хо) -hhi (xi) bi)
2=1

(*()) “Ь Jtj {gi (xo) -\-hi[Xi) bi) (23)
2=1

n
__

(Xo) E Яг {gi (Xo) -\-hi (дц) bi)
i— 1

i= 1, ..., n).
Условия оптимальности для i-и подзадачи при ßi-i = Яг-i

(i = 2, ... , rt-f 1):

fi—l {Xi—l) “J-Яг—ihi—1 {Xi—i) fi—i (х г-
—i) -{-Яг— \hi— i (Хг— i) (24)

(Хг-i €E Xi- j),



О некоторых применениях принципа . . 365

Из этих неравенств с помощью суммирования (получим:

(25)

Условия (25) являются условиями седловой точки для задачи (19).
Следовательно, х есть решение задачи (19), а Я соответствующий
вектор множителей Лагранжа. Итак, принцип прогнозирования взаимо-
действий применим.

Б. Координир у ем о с т ь. Покажем, что система (22) имеет ре-
А. А

шенне. Пусть х решение задачи (19), а Я соответствующий век-
тор множителей Лагранжа. Тогда при х =х, Я= Я неравенства (25)
выполняются. Выберем

(26)

Тогда подзадачи примут следующий вид
1-я подзадача:

(27)

(28)

„.„ л ч А

Мы должны показать, что решением 1-й подзадачи является хO , со-
ответствующим вектором множителей Лагранжа Я и решением i- й
подзадачи Хг-Т (i —2, . . . , я -f 1), Тогда для 1-й подзадачи должны
иметь место следующие условия седловой точки;

S fi (Хг) + JtJ hi (ёг +М (х’г) Ь j)
г=o г=l

fi (Хг) Яг (gi (хо) ~\~ hi [х i) Ь i)
г=o г~l

fS fг (*г) hi i§i.i Xо) + (м) Ь г )
г=o г=l

(Xj G Я,, 1= 0, ..., П\ l=l, . . . , П )

ai—hi{Xi),

Рг = Яг
(i=l, •••, п)

fo{xo)-*mm,
(t= 1, ..., п)

Хо е Х O,

/-я подзадача (г =2, ...
, п -f- 1):

ft- 1(Xi-i) -\-Xi-ihi-i {Xi-1) min,
Хг-i GE Хг-l.

fo(*o) + Я* (gi -\-hi (Xi) bi)
2=l

<fo (*o) -Г hi ( gi (x 0 ) ~\-hi (Xi) bi) <C (29)
i=l

22 a

<fo (*o) JŽj hi{gi (Хо) T~hi (Xi) bi)
i= 1

(x0 el0 ; i= 1, ..., n).
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Первое из неравенств (29) выполняется, поскольку Xi{gi{x0 ) +

+ hi{Xi) — bi) = 0 и Яг {gi (х0 ) + hi (Xi) — bi) 0 Рассмотрим
второе неравенство, которое можно представить в виде

fo(х 0) + Е higi (хо) Kk ( хо) + jtUgi (х0 ) (30)
I г=1 г=1

(Хо е Хо) .

Вместе с неравенством (30) рассмотрим неравенства, которые должны
иметь место для остальных подсистем:

и (Xi) +iihi (Xi) < fi (Хг) +iihi (Xi) (31)
(t=l, •••, n).

Выполняемость неравенств (30) и (31) следует из условий (25), где
А А

х = х и Я = Я. На основании последних

Е fi (Xi) + jtЯгёГг (*о)'+ jŽhihi (Хг)
г=0 г=1 г=1

<J£fi(*i)PP Яг-gi (*о) + (32)
г=0 г'=1 i—1

(Xj <=Хг! 1= 0, . . . , И).
Действительно, допустим, что существует точка хо е Х0 такая, что

fo (Хо) -р Е higi (Хо) < fo (Хо) -р Е higi (Хо) . (33)
г=1 i=1

Тогда точка (х0, хь ... , xn ) g I = I0 X • ■ • X не удовлетворяет
условиям (32), т. е. мы получили противоречие. Если положить, что при

1 i = k п существует точка хи Xk такая, что

fh(Xh)'+hhhh{xk ) <fh{Xk)+hhhk{xk ), (34)

то точка (х 0,
. ..

, Xh-\, хи, Xk+\, .. .
, хп ) gI не удовлетворяет усло-

виям (32), т. е. мы опять получили противоречие. Следовательно, вы-
полняются и неравенства (30), (31). Итак, задача (19) является коор-
динируемой.

5. Аналогичным образом можно доказать координируемость задачи
(19) с помощью принципа прогнозирования взаимодействий, если вы-
брать

Ki(x)=gi{x о) (t=l, ..., п) (35)
и построить подзадачи следующим образом.

1-я подзадача:
П

fo (*о) + Е ßigt (Хо) -> min,

у
' 1

{36)
Хо GE Хо

(рещение 1-й подзадачи обозначим через x0 (ß));
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(решение t-й подзадачи обозначим через соответствующий
множитель Лагранжа Яг-i (co-i) ). Условия координации выражаются
в данном случае в виде

6. При докоMin ОЗИ’ЦИ и модели (19) с помощью принципа прогнози-
рования взаимодействий мы имеем дело с т. н, бикоординацией, т. е.
второй уровень (центр) модифицирует в ходе вычислений как целевые
функции, так и ограничения соответствующих подсистем до тех пор,
пока условия координации ((22) или (38)) не будут выполненными.
В данной статье вопрос о способах координации не обсуждается. От-
метим только, что разработанные здесь схемы декомпозиции можно
перенести и на те случаи, когда вместе с оптимальным решением зада-
чи (19) требуется найти и соответствующие множители Лагранжа.

i-я подзадача (г =2, ... , п-\-\ ):

hi—i (%i- 1) (37)
Xi— l CEE X{—l

Vi=gi{x o(ß) ) ,

ßi Яг(аг) (38)
(*= 1, п).

Рассмотрим простой пример, заимствованный из [ 3 ]:

4 (лгo 10)2+ (Xi 10)2 -� min,

(Ха —6-2 4 (*! —5) +2O <O,

o<хo, Xl<2o.
В силу выражений (20) и (21) подзадачи принимают вид

4(х0 — 10)2 ->~min (х\- — 10) 2 4ß(xj —5) min

(х0 — 6) 2+а<— 2o 0< Xi <2O,

0< x0 <2O
причем /Ci (x) •=—4(xi —5).

В данном случае подзадачи можно решить аналитически, а именно
г

10, если а < —36,
х о(а) = 6+У—(а+2o), если —36 <а < -20,

не существует, если а > —2O;

0, если а < —36,
256
( а_|_2o) если ~~36 < а < —2O,

_не существует, если а —2O;

Г 10+28, если o<ß <5,

1 20, если B^s.

Цо (22) условие координации выражается в виде:

/(а) =a+4xi(?n(a))— 20=0,
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Для решения этого уравнения был применен метод хорд, причем .в качестве началь-
ных приближений были выбраны а0 = —6O, ai =—2l. После восьми итераций были
получены следующие результаты:
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5. ULM

MÕNINGATEST KOOSTÖÖ ENNUSTAMISE PRINTSIIBI RAKENDUSTEST
Artiklis esitatakse seos koostöö ennustamise printsiibi [ ! ] ja А. P. Wierzbicki

dekompositsioonimeetodi [ 2 ] vahel. Mainitud printsiipi on rakendatud ka T. Kronsjö käsit-
letud majandusmudeli [ 3 > 4 ] dekompositsiooniks. Seejuures on tõestatud ülesannete koor-
dineeruvus miinimumi tarvilike ja piisavate tingimuste abil.

S. ULM

ON SOME APPLICATIONS OF THE INTERACTION PREDICTION PRINCIPLE
A connection between the interaction prediction principle [4 and the decomposition

method proposed by A. P. Wierzbicki [ 2 ], is established. This principle is also applied for
decomposition of an economic model investigated by T. Kronsjö [ 3 ’ 4 ]. The coordinabilily
is proved via the necessary and sufficient conditions for minima.

a=—-29,5090027,
Я1 (a) =1,1886263»h,

x 0 (a) =9,0836671
x,(ß) =xi (Xi (a) ) = 12,3772526»*,.

/(a) =O,OOOOOOO.
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