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Елена РООС

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
СЕРИЙ ОДНОМЕРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С
ПРОИЗВОЛЬНЫМ ХАРАКТЕРОМ ЗАВИСИМОСТИ

Пусть имеется последовательность серий случайных величин

|no) |nl, , (1)

причем 0 = tno < tni < -. . < tnhn = 1 разбиение отрезка [O, 1] та-
кое, что ?.n = max [tnk+l tnh ]-+Q, п-+оо.

k
Введем обозначения:

== inh+l “ fnft'»

Fnfe минимальная сг-алгебра, образованная случайными величинами
f l ]; ttnfe, pn/г некоторые случайные величины. И пусть

Ai = CtnkAtnh, (2)
Ai ( = (ttn/jA/nfe) 2 . (3)

Теорема 1. существуют неслучайные функции а п {х), Gn(x),
для которых при любом N > О

1. ~Г 0?г /{ an {£,nh) I 4
/<- \ а /д\hm sup Al --т X v (?nft)=o, (4)

п->оо k 1 Gnilnh) J д

1- Г1 I / VI Г O’n(snft) T /С \ п /г\hm Il+ sup I—— IJsiipAl V -I X iV (u/o=o, (о)
L

|/n(cc)|<iV ' Gn{X) 'J k *- CTn(gnft) J

где
X It

M*) = /exp {—2 f tnii=fn{lnh), xN
{x) индикатор

0 0 °n^
отрезка [—N, N], и если имеют место условия 1) для произвольной по-
стоянной N >■ О

f'n{x)Gn{x)^KN, Gn{x)>o, (6)

~

/ л I ап {х) 3, I \ ап {х) 2 \
hm iXn sup -■- v-- + 1 sup - -1-1 IX

П-ЮО 1 |/n(x)l <iV 1 Gn[X) y \fn(x)\<N 1 Gn{X)

xijAlf Al;i ,-Tx.,(S.O I=o, (7)
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/гг-f 1 xk—i.
Hm 2Jm \J J [r

n
{u)-f"n {lni)]dudx xN

itm)= 0, (8)
г=o lni l ni

кроме того, существует функция Gq{x), непрерывная всюду, за исклю-
чением, может быть, только конечного числа разрывов 1 -го рода в каж-
дой ограниченной области (я) + |xj2 ] и

k —1
lim JJМ \f'n (lm) ап (lm) -Oo(Ui) | 2 IN

(U) Mni=o, (9)
n-yoo i= o

2) sup P{sup |^П N-+OO,
п i

а распределение случайной величины Uo сходится при к распре-
делению случайной величины £O , то случайный процесс t,n {t) при п-^- oo
слабо сходится к решению уравнения Ито \ ;

£(o=&+/oo(t(s))d®(i) (10)
0

и для всякого непрерывного на С [ o,i] функционала F распределение
F(£n(t)) сходится к распределению F{t,(t)).

Доказательство. Введем величину

U>nh= г (И)
р nh

Тогда A Ink представима в виде

ttnftAtnk~\~ j (12)
и можно записать

h
lnh+l =fn (snft+l) =rr tnO-f JŽj f n (Ui) A^ni - )-

4 i—o

n i + 1 X

+—кГа (lпl)[МшУ+2 ll
i==o i=o Ini^ni

Далее, обозначим

n i +1 X

Rn= 2 J J [f"
n {u) f"n {lni)]dudx. (13)

* ® šnt %ni

Учитывая (12) и тот факт, что в силу вида функции fn (x) имеет место
соотношение

f’n (x)a„(x} + l/2f"n Wo"n (X) =O, (14)

получаем:
h k

== £n0“l~ f n (Ui) [clni ü-n (fe?ii) ] AUi“f f n Uni)Xi—o i=o
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1 ft ft
XPnitöniH-

2 fn
išni) ((XniA*ni) 2~Ь f n (|ni) o,n i^>ni^ni^ni~\~

i= o i=o

+ - i:r:(ini)[i3,

; i -o2„(i.i )]A<ni+
2 i=o

+ -i?f" (Žni)Pni(o)„ 2i-A;ni )+«„. (15)
г=o

Оценим величину
k

11 == X/ n (|ni) [ctni O-n (|ni) ]A*n.i>
i—o

Покажем, что

P(sup |/i|>e}->O, n-+oo. (16)
ft

Действительно,
ft

Р (sup j/lj !> e) =P {sup X|£ | N f n{£,ni) [a„t <Рг (|ni) ]А^ггг-' -
ft ft г=o

Л
пг ) [öni On ] A*nij в}

I=o

2 м

j|nfe|>Af}Н~ AI X|j n ,| <JV j/X(£ru) X
yi г=o

X [ttni —On (|ni) ] j A tni) P {sup j|nft|7> -f-ft
ft

I 2 I [ а?гг On(|ni) ]4 \|4~Kn sup M ■ - J x,
: ,<* I Xe ' L Onilni) J '

h n~l
XUÄ/n /г 00, *<=[o,l].

г— o

Итак, (16) доказано. Рассмотрим теперь величину
ft

Uih f'n (|ni) (Pni-pOri (|ni) ) ö)ni =

г=o
ft ft

—X!f 7i (Ini) On (|m‘) (Oni + jf n (|ni) [pni —On (|пг) ]№ni =z I nh~\~U-
-I=o i=o

Покажем, что

P{sup |/2|>в}->O, /г->оо. (17)
ft

Здесь имеет место следующая оценка:
. ft п- 1

P{supJ/2 | >e}^P{sup||nft|>iV)+-i-Af(J^X|£n .| <JV X



//редельные теоремы для последовательности .. 341

Xlf n (feni) [(3ni —On ] 03пг|) 2 P (sup jL,nfe) N}
h

i 4 l лл \ Р пг’ On (с,пг) ]ч \\/н— K2
n sup IM ■ \ X, t I X6 l' ■* /

k —1Х(^А/„г) 1/2 /г-> 00, /е=[o, l],
г—О

в силу условий теоремы 1.
Далее, оценим

h= 2f" (lm) {aniAtni y.
i= О

Так как

(ctni) (ct7ii CLn(gni) ) 2 (£ini) j

ТО ' ,

|/aj< 2 |/" (Iггг) | +

г=o

+2 jf"n | [ctni О п ] 2 = 1'3 3 >

г=o

sup 1/'з] —>• 0 по вероятности, /г—>-оо (см. доказательство теоремы 1
к

[2 ]). Поскольку

Lf" (x)\=\f' (*)сгп (я)| -

п
• ,i/nV 'I J'” v ап (*) а2

г (х) ’

то в силу условия 1) теоремы 1

1,81

Тогда

Р{sup |/"|>е> =£/> {sup |U!>JV} +—Ж(i; х |u (

, <яКяХ
i= о

ч /
ttnyŠni) Г &ni 1“ /А

,
чо

\
г\ ( in ,

X \ (Дад 2 )<Р{sир U>iV} +
On (ь?гг) * СГп(ьпг) -*

' к

I 2 CL n (я) I М Г (Ini I 2
Н SUp —■ SUpM —— Х.ге n l/n(x-)|<iV ‘ i *• СТп(|пг) -*

а эта величина стремится к 0, в силу условий теоремы 1. Сле-
довательно,

по вероятности,
к ‘ (19)

Рассмотрим теперь



342 Елена Роос

h
A / O,niftni(oniÄtn-

ii=o

k fr
žJ fn

[(Xni ön ] f"n (ini) an X
г=o г=o

X = Д

p{sup|/;|>e}<P{sup|Ul>Af}+4-^
T li JM XIX 'Xh ‘ &

i=_Q On [c,ni)

x a„(žl!) s"’) 5 "’ ) I [
CT„fX) J <AŽ»i ) :'^-P <s“P|H >yV> +

-\-2K2, JŽJ M h I Q-ni Д?г(|пг) 2 (Хг On {sni) 2

Л
г -_0 СГгг(|ггг) ' ' Gn{c,ni)

Хх |с , |<:№ (д<» ( )з i; AI ХИТ °ПХ?(И 2

X|s
“
,|в а» (Ini) I о» (Ini)

X(AM 3Z |tiill
/

<Jf <Jo {supiU|±>JV}+2i<s

X sup XX 2 sup]/ AI -

et" t ~„
a ” ( g" i) ‘У M ‘x

I/ (x)|<iY <7п ( Л') »
* &7i(žni) ' I СГп(^пг)

xHXni suP ’

2=o \fn(x)\<N
°n (X > i °ПУьпг)

a эта величина стремится к 0, что следует из условий теоремы 1
Значит,

supJ/'j—xO по вероятности, п^оо.

Далее,

Р {sup j/"|>е} šC Д {sup +Д {sup IJJ f"n (£n <) X
k k h i=Q

+-^2 A 2 sup -

a
-

n( ' V) - 4j; м\e 2 - lfn Jl<N cn{x) Й L Onilm) J

<P{suppH\>N}+—K%Xl sup ХИГХft ‘ ‘ £- JY " \fn {x)\<N an (X I
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.
/"

* г pni —u„d« ( ) f...~X2* - \ - A<*<+>4 sup —
-A 2 Д<п<,

г=o L Оп(ёпг) J |/n(x)l<iY Gn\X) г=o

а последняя сумма стремится к 0, Следовательно,
sup I/4] —> 0 по вероятности, п -> оо. (20)

ft

Оценим теперь

h~= žj f"n
išni) a; (|пг)] АХг-

г=o

Поскольку

j2 f"n
{lm) [p 2

ni о
2 sup ——- X

i=o
" ni ' \fnW\<N Cn{x)

.. Pnfe CTn(infe) 2
a I л Г Pnft On (ink) 1XSUP У/АСгг-H/Cv SUp ‘ —4,

ft On(§nftj 0 ft *- On (£nft) J

TO

8 ГP(sup |/5 | >e} {sup Itnftl >N} -I Xy 1+
ft 1 1 ft 1 1 8 L

an (%) 1 pnft On(inft)
„

+ sup X—• sup M —< Y ->O, n-^OO.
|/n(i)|<JV On (я) J ft On(inft) -I

Следовательно,
по вероятности, п-*-оо.

ft (21)
И, наконец, осталось оценить

h— 2f"n (|п<) Рпг (сопг Atni ) .

г=О

P{sup|/6|>e}<P{sup |inft| >Л^}-{—/С2 Xft 1 1 ft ‘ 1 8“ л

х sup I X-f 12 { 2 X XX-]4
+22 [- ; Х ]

4 х0п (л: )
i=o

L °п(ёпг) J
г=о L ön(Šni) ■*

£ 1 ]y J[

x(Mn,v+22f—4-Г (дооч-гЫ Р’ч-^М.Тх
i=o

L J
i==o

L 0„(|ni) J

h n-1
X (Afn i) 2+2Ä,n AXi f ->O, n-X 00.

i=o '

При оценке использовались соотношения (18) и

•п г ‘ п г
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Из этого следует:
supl/e|->0 по вероятности, я->оо, (22)
к

Покажем теперь, что

I'nk= 2jf'n{lni)an{lni)ani J во (l{s))‘dw{s), п->оо.
г=o О

Для доказательства этого факта придется воспользоваться некоторыми
леммами, доказательство которых, аналогичное доказательству соответ-
ствующих лемм в [2 ], труда не представляет.

Лемма 1. Процесс wn {t) при о слабо сходится к винеров-
скому процессу.

Здесь имеется в виду, что wn {t)— оhik-

Лемма 2. Для любого конечного числа точек Xj, j —
1, m,

k n~l

lim lim j=\,m}Atnk =O.
e->-0 n->oo к—o

Лемма 3. Пусть Jg(jc)J С. Тогда для любых t' <t"
lim M | £(sпк)о)пк\^6СДП — t'] 2

.

71-УОО t'CtnK <t"

Вернемся к доказательству теоремы 1. Поскольку

(0 7 (э«й+l £п/г) , t *== tnh+l] >

fnft+l Ink

t,nh+l = £,пo~\~ 11~\~I'nk~\- 12~\~ 13~{-1Ь~\~ /б“Ь /б~ЬДп, (23)

sup|/*|-S-0, /1->оо, t=l,6, |* /г->оо, (24)
к

по условиям теоремы 1, то легко показать, что

lim lim P{j£n (/) |>С} =O,
С—>"oo ?1->СО

lim lim sup P{|^ n (f) —^(/
//

)|>£}=o,
/г->0 п->оо \t'— t"\^h

для любого е > 0. Аналогичные соотношения выполняются и для про-
цесса wn (t). Поэтому процесс (£п(o, wn {t)) обладает свойством ком-
пактности [ ! ] и будем считать, что для любой подпоследовательности

оо существует подпоследовательность п\-Доо такая, что
р р

t,n- (0 ->• £(/), Wn'{t) -+w{t), где £(/) и w{t) некоторые случайные
процессы. На основании леммы 1 w(t) является винеровскнм процес-
сом. Из соотношений (24):

sup |£n'(o Sn'(o) п'-+ оо, (25)
о<г<l о

где
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A

f'n{x)=f'n{q)n{x))On{yn{x)), фn {x) функция, обратная к функции
fn{x). Так как

Р{ sup J/f'n(Cn(s))dw„(s) /ao(U(s ))^n(s)l>B}^
Os£t<l о о

~£ M\f'n{t,nk ) CTO (£nft) |“ Х д, (£nfe) Atnk~\~P { SUp \tn{t)\>N}
8 fe=o 1

для любых e > 0 и N > 0, то
tЛf Р 1 £

sup J/?'n(Sn(s))dtün (s) п-+оо, (26)
o<tsSl 0 0

и далее доказательство проходит аналогично доказательству теоремы 1
в [*].

Итак, получаем:

С(0 =Со+ / a0 (C(s) )rfai(s) (27)
о

и F &п’н{l) ) ) с вероятностью 1, оо, для любого непре-
рывного на C[o,ij функционала F. Из единственности (26) решения
уравнения (27) и произвольности подпоследовательности пн получаем
доказательство теоремы 1.

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1, а последова-
тельность функций gn {x) такая, что для любой постоянной N>» О

lim |лп [ sup g2
n

(*) + sup \§п{х)\[—£-) ] |+.
n->oo L |/n(x)KiV \f n(x)\<N ' Gn\X) ■/ J

‘«Ь 1,81

,

■* l'■l- m
\f n(x)\<N 0 1п ' ' п ( '

+ 1 д;

IimJSM f f [G"n
(и)— Gl (Uk)]du dx (Uh) =O, (30)

n-*-oo h=0

еде
X и

Gn (x) =2 ff'n (u) f—f~ j"1
-- dv du. (31)

0 0 'n '
' U

'

кроме того, существует функция g{x), для которой

f gn(фп (ц) j (32){ [f'
n
(<Pn(w))an(<Pn(«))] 2 1 j

(ф п (*) функция, обратная к функции fn (x)) при п->оо равномерно
в каждом компакте, не содержащем определенного (без точек сгуще-

-2 ENSV ТА Toimetised F * М-4 1976
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ния) множества точек. Тогда случайная ломаная x\n {t) с вершинами в
ft

точках (tnk, S Sn(tni)Atn j) при слабо сходится к процессу
г=О

m t
r\{t)=2[j g{u)du J g{Us ))dl{s)], (33)

£0 u

где £(t) решение уравнения

£(*).=&)+ / oo iUs))dw{s), (34)
0

и для всякого непрерывного на С [ o,i] функционала F распределение
F{r\n[t)) сходится к распределению F{r\{t)).

Доказательство. A^nh an hAtnh -j- fWcOnft, (см. доказательст-
во теоремы 1). В силу вида Gn {x) имеем G' (х)а п {х)-\-\f2G" {х)о2 (х) =

=£(*)•

Поэтому
fe ft

■S §п At n { =Gn (gnfe+l) G n ( и,?го) SJ GX (Eni) X
i=o 7=o

h J k
X [о?гг ön (i?ii) ]Atni SJ G

n
(|ni) (ЗпгО)пг “ду

* G X
i=o i=o

X [dniAtni) 2, S' G (ini) CLni (3niO)niA/ni — yy S (E?7i) X
i=o i=o

tn i S G" (|ni) РХ ( coy. АД7)
7=o

S / / [G" (ö) —G" (in гj] du dx=Gn (Inft+i)
7 0 ?тгг Syji

G77. (cno) ~— Д /и ft J 2 Лз 4 J 5 n•
[/?„! /г—2-00, (35)

Slip l/г! О, /IЭ-00, [=l,s, (36)
ft

в силу условий теоремы 2. Показано это может быть точно таким же
методом, что и при доказательстве теоремы 1. Например,

ft
Slip |/ij S-Up |2Üljv SX (Ejii ) [cf-пг (ё?гг) ]AGzi]

7=o

, р
sup j /1 J —>• 0, п —>■ ОО.

ft

Поэтому
ft ft

SJ tX A G)1 — G/г (£770) G pniC'Uii (1) ,

7=o 7=o
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о(1) —> 0, п->- оо.

Следовательно,
h k

JtJ §п (feni) == Gn —Gn (£no) ~~ G'
n On (|ni) Wni =— О(1 ) ,

г=o г=o
поскольку

h р

SUP IJE G (Ечгг) [(3/гг —On ( £,ni ) ] (Onij 0, tl >■ 00, (37)
ь I n 'IR г==o

в силу тех же соображений, что и при доказательстве теоремы 1. Далее
доказательство совпадает с доказательством теоремы 2 [2 ]. В самом
деле, случайная ломаная г] п (o представима в виде

h
Tjn == gn(£ni) A \t tnh\ gn =Gn (£n (0 ) “

i=o

-Gn (in(0)) +Gn(in(U+i) )-G'n
(i„ X

0

Xtfn (t.(s) ) dwn (s) (/ 1“)~ J2~f~ J3~\~ Ji~\~ Js~{~ G'n (Šni) X
г=o

Х[Р?гг — On ] ОЗпг) 1 [tnh, tnk+l] •

Учитывая (36) и (37), получаем

sup bi n{t) -<?„(£„(*))- Gniin (o))- / G'
n

iin{s))X
o<f<l о

Л p
n-+ 00,

причем in(t)==xpn{£n{t)).
Поэтому (см. [2 ] доказательство теоремы 2):

m t p
sup \y] n '{t) 2 f g(u)du 2 f n' oo.

£(0) 0

Из произвольности последовательности n' следует доказательство тео-
ремы.

В заключение автор приносит благодарность Г. Л. Кулиничу за по-
мощь при работе над настоящей статьей.
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Jelena ROOS

SUVALISELT MUUTUVATE ÜHEMÕÕTMELISTE JUHUSLIKE SUURUSTE
SEERIATE JADA PIIRTEOREEMID

Esitatakse juhuslike suuruste seeria koondumise piisavad tingimused, mis on raken-
datavad katkevate kordajate difusiooniprotsessis, ning tingimused, mille alusel seeriate
jada teatud klassi funktsionaalid koonduvad piirprotsessist teatud funktsionaaliks.

Yelena ROOS

LIMIT THEOREMS FOR SEQUENCE OF SERIES OF ONE-DIMENSIONAL
RANDOM VARIABLES WITH ARBITRARY DEPENDENCE CHARACTER

In the paper the convergence of sequences of one-dimensional random variables with
arbitrary dependence character to diffusion process with discontinuous coefficients is
investigated. The convergence of some class of functionals dependent on sequence of
series to some functionals of the limit process is studied.
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