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М. ЛЕВИН

ОБ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ В ГИЛЬБЕРТОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ И КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ

В работе доказываются утверждения, позволяющие для ряда клас-
сов функций получать наилучшие кубатурные формулы. В основе рас-
суждений лежит следующая известная фl ]

Теорема 1. Пусть заданы гильбертово пространство Н со скаляр-
ным произведением (/, ф)я, линейно независимые функции
ль ..., л№ еЯ. Для заданной функции fе Н существует единственный
набор чисел Яь ..., kn (обозначим их через Я*, ~ . , Я*>т ), для которых
величина

Ilf ЯйЛйНя
достигает наименьшего значения (обозначим его через б). Числа
Я*, ... , V'N являются единственным решением системы

N
Я/г (Л/j, я— {f, Л3‘) н (/= 1, •••, П)

h= l
U

б 2
— || f lIЯ hk {f, Л/i) я-

k=i

Введем обозначения. Пусть Н { гильбертово пространство функций
cp(z), рассматриваемых на множестве z Ей в котором задано скаляр-
ное произведение (а (г), у (г)) я,; П2 гильбертово пространство функ-
ций ф(до), определенных на множестве w Е 2, со скалярным произве-
дением ((3(до), ц(ш))я 2 ; Я3 гильбертово пространство функций

определенных на множестве Ei X Е 2 , со скалярным произве-
дением (f ь /г) Нз> удовлетворяющим условию 1

(а(2)Р(о>),у(2)(х(ш))яз=(а(2),у(2))н.(Р(ш), ц(ш))н,. (1)
Пусть m, n, vii,..., viт, V2i ,...,v2n заданы. Функции /Си(г, гг),

K 2j{w,v) (г, j = 1,2, ...) считаем заданными такими, что для любых
и Еи имеем

/(и (г, Hh К2j{w,v)^H2 (i, /=l, 2, ...),

а векторы гг = (гг ь .. . , ггт), г; = (щ, .. .
, и п ) такими, что множества

https://doi.org/10.3176/phys.math.1976.4.01

https://doi.org/10.3176/phys.math.1976.4.01


Ui), .... Kiv it {z, Ui), ..., Ku{Z,U m ), ..., Kiv lm {z, Um)} у

{Kzi{W,Vi), ..., Kzvu {w,vi), Kzi{w,v n ), Kzv ln {w, vn )}
'

состоят из линейно независимых функций.
Через Ам {й) и {k = 1,...,m; i = 1....,v1ft ; /—l, я;j Ь • • обозначим значения и Дд для которых при задан-

ных миг; величины

W
v ift n V 2i

AhiKii {z, Uh) Uhi, Нф(^) — J>J BijKzj {w, Vi) Инг (3)
fe==l г=l г=l j=l

достигают наименьших значений (соответственно бДм) и б2 (г;)).
По теореме 1 числа Aki{ü) удовлетворяют равенствам

то V i fe

2Ahi{u) ( Kii (z , Uh) , Kip (z, Uh) )н,= (ф, (2:, U\) )h,
h= l г=l

(4)
(a=l, w; p=l, va)

и

2 2 m V ‘ ft

61 (и)=4|фllн. jg 2Ahi{u){(p,Kii{z,uk )) Hi \ (5)
k=i i=l

а числа ДДм) равенствам
71 V 2I

{K2j{w, Vi),K2q{W,Vs))Ht Klq{W, V s ))h2 (6)
/=1 j=l

(s=l, n\ <7=l, ..., v2 s)
и

2 2
« V2 '

62 (v) ||ф||н2 JŽj JŽj Blj{v) (ф) vj) )нг - (7)
Z=l j=l

Теорема 2. Пусть <p eHu ф e Я2,
m, v заданы, множества (2)

состоят из линейно независимых функций. Тогда величина

тп П V U V 2I (i
||ф(2)г|з(а>) —Žj JŽ JS JEj См Ku{z,Uk)K2j{w,Vi)§H 3 (8)

k—l 1= 1 i=l j=l

достигает наименьшего значения при единственных

Сы 3) =Ak i{ü)Bij{v)
{k=\ m; i=l vik; I=l,

.... я; /= 1, .... v2i), (9)

и это значение равно I
n(ii,iV = [MllWll-<htlk-rf(*))(ilylll~bUv))]''’- (10)

Доказательство. По теореме 1 числа , доставляющие ве-
личине (8) наименьшее значение, являются единственным решением
системы

ш М. Левин



Об аппроксимации функций в гильбертовом пространстве.. 333

m n v lb v2 1

2 2J JS 2JCii(KIi(Z t Uk)K2i(W,Vi),KIP (Z t Uk )Kzq (W,V,))Ht
=

k—i l—1 i=l j=l

= (фф, Kip (z, Ux)K2q{W , üs ))jr3

(Я,= 1,
...,

m; P= l, va; s=l, n; q= 1, V2s).
Если эту систему переписать, учитывая свойство (1), а также равен-
ства (4) и (6), то станет очевидным, что ей удовлетворяют числа
(9). По теореме 1 имеем, что

т п v 1 fe v 2 г
р 2 (м, гО = 'S SAkiiü) Bij (гг ) (qn|), Кн (z, uk ) K2j {w, vt)) H„

h—i 1=l i=l j=l

откуда по (1), (5) и (7) следует (10), и этим теорема доказана.
Теперь рассмотрим величины бДй) и б 2 (гг) как функции от гг и гг.

При этом через бДгг) и б 2 (гг) обозначаем наименьшие значения вели-
чин (3) при фиксированных гг и гг и не требуем линейной независимо-
сти функций (2). Пусть иГ, .... и* , ..., vn^E2 ,

..., гг* j), v*—(v\,
..., vn ), множества (2) при гг = гг*,

V = V* состоят из линейно независимых функций и векторы гг* и гг*
доставляют величинам бДгг) и б 2 (гг) наименьшие значения.

Теорема 3. Числа

Uh Üb, Vi=Vi , —A hi (и*)
{k=\,

.. .
, ПГ, 1= 1, ..

.
, n\ i= 1, .. .

, Vlft-, /= 1, ..
. , V 2/)

доставляют величине (8) как функции от щ, vi, Ck]’ j) (k = 1,..., m;
i= 1, ..., vn; I■= 1, ..., n\ j= 1, ..., v 2;) наименьшее значение, рав-
ное р(й*, гг*).

Доказательство. По определению

o^6i (гг) o<^б 2(гг)

Поэтому из (10) следует, что величина ц(гг, гг) принимает как функция
от гг, гг наименьшее значение при б] (гг) = б] (гг*), б 2 (гг) = б 2 (гг*). Но
тогда по теореме 2 числа Сы’ , для которых это значение достигается,
равны Ahi{ü*)Bij(v*), что и доказывает теорему.

Рассмотрим использование этих результатов для построения наи-
лучших кубатурных формул (с прямоугольной сеткой узлов) на задан-
ных классах функций.

Введем в рассмотрение классы функций. Пусть число М>o задано.
Через Wi2 обозначим класс всех функций fix), которые на отрезке
[O, 1] имеют абсолютно непрерывную производную порядка /у —1 и
производную порядка г*, для которой

[ЛР'К*)! 2 dxy/^M.
о

Пусть Lijy = 0 (/ —1, ..., Ti) линейные однородные краевые усло-
вия такие, что задача

уЫ= O 1
= 0 (/=l, .... Гг) )



334 уИ. Левин

имеет функцию Грина, которую обозначим через gi{x,t)\ i = 1,2. Через
W^L2 обозначим класс всех функций f(x), принадлежащих классу

St
W<r JLz и удовлетворяющих условиям Laf = 0 (/=l, ... , г*). Частны-
ми случаями таких классов являются, например, широко известные
классы WWLz, W^L2 [2 ]. Если f{x)^W^L2, то имеет место ин-
тегральное представление

f{x) = t)dt. (11)
о

Квадратурная формула
1 ni р i.k
IPi{x)f{x)dx= JJ J>JAkjf(n(Xh )+Rni (f), (12)
0 h=l j—О

где Pi(x) суммируема на [o,l], Qi,i, ... , Qi,nt '< /у, называется, соглас-
но С. М. Никольскому [2 ], наилучшей на классе W^L2, если ее веса

л /ил . ’ Si
и узлы Ahj, Xk [k =l, ... , ng, j= 0,

, выбраны так, что вели-
чина

Rni= sup \И пЩ
(г,) ь2

имеет наименьшее значение.
Воспользовавшись известной методикой [2 ], легко получим, что

Rnt == Mdi,
где

1 1
, ГГ I Г Ui Pi 'k di 2 Т/2di=[J I J PiWSiix, t)dx-2 ŽÄkj giiXkJ) dt J . (13)

0 0 fe=l 3=o OX '

Через Wg,g, L 2 обозначим класс всех функций f(x,y), которые на
квадрате 0 х, у 1 имеют непрерывные производные fP+ti {х, у)
(i<r u j<gr2 ), кусочно непрерывные производные f{ri+P {х, у), f< i+r2)(x, у)
U— 0, ... , г2 , i= 0, ... , /у), удовлетворяют по переменной х крае-
вым условиям

= 0 (/-1, ..., /у),
по переменной у краевым условиям

L 2jf=o (/=l, ..., гг )

и неравенству

iff (f (r*+ra )(at, у) i2 dx dy] *.

oo

Функции этого класса допускают представление

/ (х, у) —// v)gi{x, t)g2 (y, v)dt dv. (14)
о о

i
* Мы пользуемся обозначением

<sр + <?

f (*+*4x, у)=- f{x, у).дхр дуч
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Кубатурная формула
ii »i «а Pi.k p 2.i CU) (I+Л

ffpi{x)p2 {y)f{x,y)dxdy= 2J 2J 21 2J A 'hi f (xh,yi)+Rnin t {f ) (15)
0 0 k—l l— l i=o j=o

называется наилучшей на классе Wg'g,^L2, если ее узлы (Xh,yi) и веса

Ahi’ j) выбраны так, что величина

Rn l n2
= Slip \Rniri2 if) i

принимает наименьшее значение.
Подставляя (14) в (15), получаем, как и в одномерном случае, что

где

<*= [/Л ЯPi (*) Р2 (у) gi {X, t) g 2 ( у, v) dx dy
00 0 0

n i n 2 Pi ,h P 2,; T/f
2 2 2Аы ~rgz(y,,v)fdtdv\ . (16)

fe=l/=l i=o j=o

Следовательно, задача построения наилучшей формулы (15) на
сводится к минимизации величины (16) по узлам и весам,

что можно сделать с помощью теоремы 3.
( Г JПусть для каждого i= 1,2 на классе Wgl l Ь2 наилучшая формула

(12) имеет узлы Xi,h {k =l, ...
, п{) (различные и принадлежащие от-

резку [o,l]), веса (6=l, ... , гц; j= 0, ... , ) и оценку
остатка R n _ =Mdi.

Обозначим

<Рг= [/1/ pi (х) gi (х, t ) dx j2 dt ] %
о о

Теорема 4. Наилучшая на классе W gigl^L2 кубатурная фор-
мула (15) имеет узлы и веса

Xh=Xi.u\ Уl=Хг.,\
(*=l п,; 1= 0, е,л ; (=l, ..., пг;/=O, ..., е г(

)

и оценку остатка

2 =М[фlф2 (ф! dl) (фг d\)Y!l
- (18)

Доказательство получается сразу, если заметить, что к вели-
чине (16) применима теорема 3, по которой наименьшее значение этой
величине доставляют числа (17). Выражение наименьшего значения
(16) через наименьшие значения (13) согласно теореме 3 приводит к
значению (18).



Замечание. Доказанная теорема позволяет сразу выписать наи-
лучшую кубатурную формулу на классе если известны

(у*нанлучшие квадратурные формулы на классах Wgt ‘ Ь 2 . Аналоги этой
теоремы были получены в [3 - 4 ]. Из этой теоремы как частные случаи
следуют некоторые ранее полученные результаты (напр., [ б > 4 ]). Тео-
рема 4 является следствием теоремы 3. Последняя может быть успеш-
но использована и при построении наилучших кубатурных формул на
классах функций, не подчиненных краевым условиям (см., напр., [ 6 ]).

Доказательство теоремы 3 не изменится, если в (8) (и, естественно,
в (3)) некоторые узлы считать фиксированными (напр., щ 1 — ит
=щ 1 — vn = 0 при Е\ =Е2 [О, 1 ]). Но тогда при некоторых
фиксированных узлах сохраняет силу и теорема 4, и, следовательно,
с ее помощью можно получить и такие результаты, как, например, ре-
зультаты работ [7’ B ].

Рассмотрим в виде примера один частный случай теоремы 4. Пусть
/о\WoiLz означает класс функций f{x), которые на [o,l] имеют абсо-

лютно непрерывную производную и удовлетворяют условиям

f(o)=f(D=o.
о

/о О)Пусть Woi Lz означает класс функций f{x,y), которые имеют ку-
(г+Д

сочно непрерывные производные Ду (х,у) (i, / = 0,1,2) на квадрате
0 х, у 1 и удовлетворяют условиям

Ш \f%(*, у) ! 2 dx dy] ( l9)
о о

(20)

По теореме 4 для того, чтобы получить наилучшую кубатурную
формулу на \vi2[’ 2) Lz, надо повторно применить наилучшую квадратур-
ную формулу на wfiL2 . Воспользовавшись результатом работы [ я ],

(2 2)
получим следующее утверждение; на классе Woi L 2 наилучшая
формула

11 mv

fff(x,y)dx dy= £ jSAMf{x h ,yi)+Rmn(f )
0 0 k=l /=1

имеет узлы

xk l), yi=2gty —l)
{k— 1, ..., m\ I— 1, ..., n) ,

веса
A ki—Ahg,

Au=A mi—Aki=A}in=^2gh^
(k —2, ..., m —1; I—2, ..., n —1),

ЗЭ6 М. Левин



Об аппроксимации функций в гильбертовом пространстве.. 337

Ли—Ащ A mi — A m n 2 ”1” )
и оценку остатка

sup jßmn if) j=—■]/ (^4+^4 ) —у- ■
is\V(0l2)

L2

Здесь

h=o,s(2]/—+m-l г=o,s(2|'|+п-|) ‘.

Отметим, что теоремы 2—4 легко переносятся и на функции произ-
вольного числа переменных.
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M. LEVIN
FUNKTSIOONIDE APROKSIMEERIMISEST HILBERTI RUUMIS JA

KUBATUUR VALEMITEST

Kordajad Chi' J> ja sõlmed (u h , Ui) on valitud nii, et suuruse (8) (tingimusel (1))
väärtus oleks minimaalne.

Defineeritakse funktsioonide f{x, y) hulk, mis rahuldab tingimusi
Il/(ri+r*)(jp.Ž/)ll I, 2[0, 1;0 . 1] ja (14).

Sellele hulgale on leitud parim valem (15), s. t. valemi (15) kordajad ja sõlmed
on valitud nii, et R nim omaks vähimat väärtust.

M. LEVIN

ON THE APPROXIMATION IN HILBERT SPACE AND CUBATURE FORMULAE
• (<fJ)

The coefficients Cki and knots ( uu , Vi ) are chosen to minimize the value (8).It is shown that the solution of this problem can be obtained (under condition (1)) by
minimizing the values (3).

Let us consider classes of functions f(x, у) satisfying the conditions (14) and
WW(x. У ) o,l] <M.

The best formula (15) is found for these classes. In other words, the coefficients
and knots of formula (15) are chosen to minimize the value R ni n z .
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