
УДК 518 : 517.392
В. АРРО

НАИЛУЧШАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА С ВЕСОВОЙ
ФУНКЦИЕЙ xα

Пусть п, г, М, а>■ —1 заданные числа. На множестве функций
W(-2r '>L oo={f{x):f(Zr~i'>{x) абсолютно непрерывна, supvrai j/(2r)(x)|^Af}

o<х<l
рассмотрим задачу построения наилучшей ['] формулы вида

(О
где

т. е. установим узлы х\ и веса Ahj {к = 1,2, ..., п; j=o, 1, ..., 2г —2)
так, чтобы величина

приняла наименьшее значение. Для этого воспользуемся теоремой
С. Н. Бернштейна [2 ] о многочленах наименьшего уклонения от задан-
ной функции в метрике L и методом С. М. Никольского [Д для опре-
деления весов наилучших формул.

Согласно [3 ] наилучшая формула (1) должна быть точна для мно-
гочленов степени 2 г —l, поэтому легко видеть [ ! ], что

где

Введем обозначения;
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J xaf {x) dx= Ahjp (xk ) -\-Rn if) ,

0 h=l j=o

o<*i<X2 <...<*n-l<*n<il, (2)

Rn= sup \Rn{f)\
(2 г)

f<=W L

Rn=—MUn >

Un=f\K{t)\dt,
0
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h=l j=o '
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£(U)= l0, «<O.
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Qi(u) интерполяционный многочлен Лагранжа степени 2г —1, по-
строенный для функции ф(А<и,+, а») по узлам ик {к =1,2, ..., 2г),
i 1,2, ..., л—l,

1

Использовав условия точности формулы (1), функцию K{t) пере
пишем в виде

Рассмотрим функцию

Согласно [2 ], по аналогии с [4>s ] имеем неравенство

Упростим правую часть этого неравенства, использовав известную
формулу из [6 ] и то, что ф(/) О для всех I]. В итоге получим

Установим, при каких значениях xh {k Ш 1,2, ..., п), удовлетворяю-
щих (2), величина У п принимает наименьшее значение. Для этого ис-
пользуем следующие вспомогательные утверждения.

,
. iL . . sin[ (2r+l)arccosxl

o)2r{x)= П {x—uk)=
u=i 22r У 1 x2

Г (х Л2Г-1
Qo{t)= J —— Qn(o =O.

J -(2ri-l)! " XadX‘

кт n (xh —t)2r-I_ jад= ?w-i: sav ■

h—i+ l j—o '

Ф (0»
(i —1, 2, . /г —1),

G=)[*n, 1 ] •

r

f (t xyr-i
/ - xa dx,
{ (2r— 1)!

ф(0,

t е [O, х\) ,

X i+i)
I

t(=[Xn,
I].

(t=l, 2, ..., п— 1),

(3)
и и

Vn=j IL(t)\dt=J{J {L-fiT*‘ d*) dt+
000 ' ’ '

i 1

+ hi /<p {hiU+di) sign to2r (и) du+ /Ф(0 dI=[*2
«

+a+l

г=l —i
(4)

1
n—l 2г Г

—2 2 2 (-1)н(М»+«( )№+, 1+ j <t(t)dt
i=l fo=l
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Лемма 1. Если фР'Дх) непрерывна на [— 1, I], то справедливы
формулы;

где |!,|2е(—l,l).
Доказательство получается сразу, если в интерполяционной

взять x— 1 (при выводе формулы (5)) и х — —l (при выводе фор-
мулы (6)) и учесть, что

Лемма 2. Функция

монотонно возрастает на (0,1) и монотонно убывает при х> 1.
Доказательство. Рассмотрим при фиксированном х величину

Взяв в (5) ф(м) = (1 — и) [1 -]- а -\- х(1 — и)] 2г+аг~1
, получим, что

/г/ (х)<0 для х> 1 (а > —l) и F'{x)~> 0 для o<х < 1
(—1 <а<o).

Далее, приняв в (6) ф (м) (1 +«) [ 1 -\- их{\ — и) ]2r+a-i, полу-
чим, что F'(x)>o для 0 < х < 1 и а >■ 0. Это и доказывает лемму.

Исходя из свойств функции F{x), легко доказывается
Лемма 3. Система

(7)

имеет единственное решение, и это решение удовлетворяет соотноше-
нию

JS ( = 1|) (1) ~j—• ii)(2r 4si), (5)

jt uk )yp(uk ) =s(—l) b)> (6)
k=i ' ''

формуле

� w =£ (x-tüw' ф (Hft)+W-

o>2r (l)=cM-l)=-5|±L, »'!,(«») =

k

2г
F{x) = 2 (—l)*- I (l|+«o[l+ий-*(1-«б)]2г+“

h= 1

F' (x) = (2r+a) 2 (-1) ■*-• (1 + uh ) (1 - uh ) [l + ut +x(1 - uk ) ]*«-*.
Ä=l

F iyi) =O,
fm-f(~)=o,

\ yi '

Р{уг)-р{—)=o,
' \2 '

)=O,
' Уп-2 '

Yi> 1 {i= 1,2, n— 1)

Yi>Y2> • ■ • >Yn-i-
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Фиксируем временно яп <=(o, I]. При этом условии справедлива
Лемма 4. 1) Система уравнений

где Xi (i 1,2, ..., п —l) удовлетворяют (2), имеет единственное

(9)

где уг (i 1,2, п —l) решение системы (7).
2) Числа х и х2, ..., хп-ь удовлетворяющие условию (2) и достав-

ляющие величине Vn наименьшее значение F* ,
совпадают с (9) и

Доказательство. Выписав подробно уравнения (8), получим
систему

(10)

{i—2, 3, п— 1).
Разделив i-e уравнение системы (10) на х*г+а (i = 1,2, ..., п —l)

и обозначив (в силу (2) у* > 1) —l),при-
Хг

дем к системе (7). При найденных уг- (г =1,2, ..., п —l) имеем

При доказательстве второй части леммы используются свойства
функции F{x), и оно проводится индукцией (по аналогии с доказа-
тельством леммы 4 в [s ]).

Из (4) согласно лемме 4 имеем

Итак, осталось установить хп^{o, l] так, чтобы правая часть в
(11) приняла наименьшее значение. Условие экстремума дает урав-
нение

Легко убедиться, что при х 1) левая часть уравнения (12)
как функция от хп монотонно возрастает, откуда следует существование
Н единственность решения уравнения (12)

dV—=o (*=l. 2. ..... д-1). (8)

решение
х\=хп П—2, .... /г—l),

i=k V<

1
_Па+l) 2г+а+l Г f (—i— )/ Л(1)1 + / Ф{t)dt.п Г(а+2г,+2) - L V Vn-i // V'JV 44 '

п

Jj - и») (hiUk -\-ai )2r+a =o,
k=i

k (—1) fe— 1 [ ( l.+'Mfc) (/it-iMfti+^-i) 2r+a -b(l Ил) (hiuh +ai )2r+a']=o.
k=i

X
*

** X
х*— —, х*=—, х* —-4 L. откуда и следует (9).

1 Vi 2 Y2 Уп-1

1

< п >

х п

_g^^[ 1 _f(_lr)/ f (l ) ]_,(.„) =°. (12)

$ ■==*•. (13)nn '
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Учитывая единственность экстремальной точки из (0, 1) для правой
части (И), которую обозначим через v— v{xn), и сравнивая величины
о(0), и(1) и V (я*), убеждаемся, что

В итоге имеем

Обозначаем через L* (t) функцию L{t), у которой х.=х*
(i = 1,2, ..., n). Непосредственной проверкой устанавливаем, что си-
стема (10), взятая совместно с уравнением (12), совпадает с системой
уравнений

Отсюда следует, что функция L* (t) непрерывна и, следовательно,
принадлежит множеству функций K{t), т. е. в (3) достигается знак
равенства тогда и только тогда, когда х,=х* {i 1,2,

..., п).
Методом С. М. Никольского [ ! ] устанавливаем, что /((/) =L* (t)

тогда и только тогда, когда веса Akj (k—l,2, ..., п\ j—o, 1,
....

2r —2)
имеют вид:

(14)

Итак, доказана
Теорема. Единственная наилучшая на множестве WWLoo фор-

мула (1) имеет узлы (9), (13), веса (14) и оценку остатка

Отметим, что при а = 0 из полученной теоремы следует одна из
формул, построенных в [7 ].
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(l—x* ) 2r

inf v==v{x* ) = -—-—Vn ’ (2r)!(2r+e+l)

(l~x* ) 2r
\

77 '

• P т/ n

}*,} n^(2r)!(2r+a+l)

Qo (xi) =Qi (— 1)

Q < _ 1 (l) =Q i (-l) {i=2, 3, .... n).

Ац=л- l) ,+J'[Qf ‘ л(^)-л; } 2r+l Q<r‘-«(-D]
(/=O, i,

....
),

Aki=(-1) f,Q(rri) ( 1 ) - 1 ) 1
(fe =2, 3, .... n; /=O, 1, 2r-2).

где *J=l-<+l
=o,

+l -**) (ft=o. 1, .... л)
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V. ARRO

PARIM KVADRATUURVALEM KAALU FUNKTSIOON IGA

On leitud parim kvadratuurvalem (1) funktsioonihulgale W( 2r'>L oc ={f (x): R2 abso-
luutselt pidev, supvrai|/<2r s. t. arvud xu,Akj (6=1,2, ..., ft; /=0,1, . ..,2r— 2)

os£x<l
on määratud nii, et

sup \Rn{f)\
oleks minimaalne.

V. ARRO
BEST QUADRATURE FORMULA WITH WEIGHT FUNCTION

The best quadrature formula (1) for set of functions W(2r '>L oo ={f (x): R2abs. continuous, supvrai has been found, i. e. values xh, Ahj (6=l, 2, ft;

/= O, 1, ..., 2r —2) are determined to minimize
sup \Rn{f)\.

feEW^L^
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	Рис. 5. Температурная зависимость вероятности тепловой переориентации у{Т) центров 02 . Дискретные точки соответствуют значениям, определенным из экспериментальных кривых затухания. Сплошная линия экстраполяция суммой двух термически активированных процессов.
	Рис. 1. Спектр КР внутримолекулярных колебаний иона N02 в кристаллах КСI (а), КВг {б) и RbCl (в) при разных геометриях опыта. Температура 5 К, спектральная ширина щели 2 см-1, время накопления сигнала на канал для кристаллов КСI и КВг 11 сек, для RbC) 6 сек.
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	Рис. 2. Анализ контура полосы1 v 3 в спектре КР иона N02~ в КСI при SК; а) 1 экспериментальная кривая, получена при спектральной ширине щели 2 см-1 и общем времени накопления на канал 21 сек; 2 теоретический контур; 3—5 составляющие теоретического контура (начиная с нижнего: v 3 с вращательной структурой А/С■= zt 1, v 3 + vcnil6p и v 3 vcnll6p с вращательной структурой АК =О, +2. б) зависимость поляризации и теоретического контура полосы v 3 от частоты vcJlll6p.
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	Рис. 1. Мёссбауэровский спектр поглотителя KCOF3— Fe57, измеренный с источником Со57 (Сг) при температурах 295 К (а) и 78 К (б).
	Рис. 2. Температурная зависимость скорости счета уквантов, прошедших через поглотитель KCOF3—Fe57, при фиксированной скоро• сти источника (и |= +1,50 мм]сек).
	Рис. 3. Зависимость площади кривой резонансного поглощения (а) и излучения (б) от температуры образцов. а: 1 KCOF3—Ре57, 2 КРеР3, 3 KNiF3—Ре57, 4 КМпРз—Ре57; 6: 1 KNiF3—Со57, 2 КСо57Р3) 3 КМпРз—Со57.
	Рис. 2. Спектры поглощения лейкосапфира до закалки (У), после закалки при 1700° С (2) и после снятия слоя 0,25 мм (■3).
	Рис. 1. Спектры поглощения лейкосапфира, выращенного методом Вернейля (1, 4,5), Чохральского (2), направленной кристаллизации (5). Спектры 4, 5 получены без учета поправок на отражения.
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	Участок спектра фосфоресценции AQ в толуоле при Г 4,2 К. Возбуждение широкой ртутной линией Э65 нм. Отдельно в расширенном масштабе показаны контуры одного из компонентов 0.0-мультиплета и его колебательного повторения с частотой 1 680 см~1.
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