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Т. ЛAYCMАА

О СВОЙСТВАХ РЕАЛИЗУЕМЫХ АВТОМАТАМИ
ОТОБРАЖЕНИЙ ПОЛУГРУПП

Работа каждого автомата с выходом может быть описана через множество
реализуемых данным автоматом отображений входной полугруппы в выходную
полугруппу. Вся информация, содержащаяся в понятии автомата, исчерпывается
знанием этого множества отображений. Во многих случаях оказывается полезным
характеризовать автомат именно через эти отображения. При этом возникает необ-
ходимость выяснить основные свойства реализуемых автоматом отображений и рас-
смотреть их связь со структурой данного автомата.

В настоящей работе для изучения реализуемых автоматом отображений вво-
дится понятие полуморфизма, обобщающее гомоморфизм для полугрупп. Оказы-
вается, что все реализуемые автоматами отображения принадлежат к какому-то
подклассу полуморфизмов. Приводятся некоторые свойства полуморфизма и рас-
сматривается их реализация автоматами.

Пусть даны две полугруппы 5i и S 2. Рассмотрим множество g всех
отображений полугруппы 5 1 в полугруппу S 2.

Определение 1. Отображение f : S\-+S2 будем называть «-раз-
ложимым (a тогда и только тогда, когда найдется fa е g такое,
что для каждого b е имеет место f (ab) = f (a)fa {b) .

Отображение f:Si~^S2 будем называть Л-разложимым
тогда и только тогда, когда f для любого оеЛ является «-разложи-
мым.

5г разложимое отображение f:S\-*S2 будем называть полумор-
физмом. Если же 5) и S 2 моноиды, a f отображает единицу полу-
группы Sj в единицу полугруппы S 2, то f будем называть полумор-
физмом моноидов.

Обозначим через gs совокупность всех полуморфизмов; 5!-^52 .
Каждому fе gs соответствует отображение df\a->Fa полугруппы 5 1
в где Fa множество отображений f' еg, удовлетворяющее для
любого b czSi условию f{ab) = f{a)f'{b).

Для каждого /е gs и « gsj обозначим через D{f, а) подмножество
полуморфизмов, принадлежащее к df{ä) . Для любого Fe Ss обозначим
D{F,a)= U F) {fi, а).

• Uep

Пусть 5 полугруппа и 5U {l} моноид, полученный из 5 при-
соединением единицы. Определим полугруппу S 1:

, если S моноид;
в противном случае.
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В дальнейшем будем обозначать единицу полугруппы S через Is.
Пусть S полугруппа. Введем в S отношение , определенное

следующим образом:

Легко проверить, что отношение а является отношением предпо-
рядка в 5. Назовем его отношением левого деления.

Нетрудно доказать справедливость следующего предложения.
Предложение 1. Для отображения f полугруппы Si в полу-

группу S 2 эквивалентны следующие условия:
1) f полуморфизм;

2) для любых a,b^Sx найдется хе52 такой, что f{ab ) =f{a)x
([ ! ], с. 157, определение 15.1);

3) S 2 = Ss 1 и для любых a, 6gSi из а а Ь следует f{a ) a f(b )
(f I ], с. 160, упражнение 1);

4) для любых а х , а2, ... ,ап еSj существуют Ь х , Ь 2, ... ,bn <= S 2
такие, что f{a x a2 ... а п ) = b x b 2 ...

bn <=S 2 и для любого k п спра-
ведливо f{a x a2 ... ah) = b x b 2 ... b h .

Из условия 2 предложения 1 непосредственно вытекает, что полу-
морфизмами являются: а) последовательностные функции [ 2 ], б) левые
сдвиги; в) любые отображения произвольной полугруппы в простую
полугруппу справа.

Лемма 1. Для каждого f<= и из В(l,а)ФO следует,
что любой b^Sх удовлетворяет условию D{D{f,a)b)czD{f,ab).

Доказательство. Пусть и f"^D{fr,b) (в случае
D{f',b) =0 справедливость леммы очевидна). Тогда для любого
ceSj имеем f(abc) = f{a)f'\bc) = f (a)f' (b)f" (c) \= f{ab)f" (с) , откуда
непосредственно следует и поэтому D{D (/, a), b) cz
c:D{f,ab).

Лемма 2. Пусть S 1; S 2 моноиды и f\S x -+S 2 моноидный по-
луморфизм. Тогда df { lSl)= {f}.

Доказательство. Действительно, пусть f'eflf/(ISl ). Тогда для
любого a^Sx получаем f{a ) =f{\ Sla) = f{\ Sl )f'{a) = 1sf{a) =f'{a)
и поэтому df{ ls,) = {f}.

Из леммы 2 вытекает
Следствие 1. Для того чтобы моноидный полуморфизм f :S X -+- S 2

был гомоморфизмом, необходимо и достаточно выполнимости для
любых a,b<=S x условия df (a) П df (b) ф 0.

Из определения полуморфизма непосредственно следует справедли-
вость следующей леммы.

Лемма 3. Пусть f:S x -+S 2 полуморфизм, agSi и
Пусть öjeSj и b 2 <=S2 такие, что f{ab x ) = f {а)Ь2 . Тогда найдется ото-
бражение f"(=df{a ) такое, что f" —f' на S x \b x и f"(b x ) = b 2 .

Предложение 2. Пусть даны полуморфизмы и
Тогда произведение отображения g°f:A-+C тоже является

полуморфизмом.
Доказательство. Пусть Тогда найдутся и

§'^ dg{f{o) такие, что g°f(ab) ■== g{f{a)f'(b)) =gof( a ) g'°f'{b). Из
этого непосредственно следует, что g° f•— полуморфизм.

Элемент а S x будем называть идемпотентом относительно полу-
морфизма f :S X -+S 2 тогда и только тогда, когда f^.df{a).

a a b (с е5l Д ас=Ь).
Df
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Предложение 3. Для любого моноидного полуморфизма
f:Si~+S2 подмножество идемпотентов IfCzS 1 относительно f является
подмоноидом и сужение fна If является гомоморфизмом f' : If S 2.

Доказательство. Из леммы 2 вытекает ISIl Sl <= If. Пусть a,b <= If.
Тогда df{b). Но тогда и ибо D{D{f,a),b) а
с= D (f, ab) . Значит, ab еlf и поэтому If подмоноид моноида Из
определения If непосредственно следует, что для каждых й,йе If
верно f{ab) =f{a)f{b).

Пусть f:5l ->52 полуморфизм. В общем f(S\) не является под-
полугруппой полугруппы S 2. Однако можно доказать следующее

Предложение 4. Пусть f:S[-+S2 моноидный полуморфизм.
Тогда S'2 = П ( U /Д-Si)) czf (Si) подполугруппа полугруппы S 2.

Df aeS; / { ейу(а)

Доказательство. Так как для любого aeSi справедливо
f(a) =f(fllSl ) = /(a) = f(a)U, где f'^df {a), то из леммы 3
вытекает (J MSi) и поэтому 8'2 фo. Пусть теперь

fi^dffa)
a2, Тогда для любого ceS[ найдется fed/(c) такое, что
a2^fc{S j). Пусть такой, что fc {a\) а2 . Тогда найдется
f'^df\ca { ) такое, что b Выберем такой, что
f'{bi) = b 2. Тогда f{ca { b { ) = f {c)fc {a^b x ) = f{c)fc {ai)f'{bi) = f{c)a2b 2 ,

откуда ииз леммы 3 вытекает U h{Ši) и поэтому a2b 2^S'2.
fh^df{c)

Следствие 2. Пусть f:S I^S2 полуморфизм. Если для любого
верно f(Si)c= U h{S i), то f(Si) подполугруппа полу-

fh^djid)

группы S 2.
Определим на полугруппе S отношение эквивалентности = с> где

сеs, полагая: х = с у<=^сх~су.
Df

Элементы а и & полугруппы 5 будем называть независимыми справа
тогда и только тогда, когда aS l f) Ь8 1 = 0.

Предложение 5. Пусть f:Si~+S2 полуморфизм и Л подмно-
жество полугруппы s[. Если любые различные &,се4 справа незави-
симы, то для каждого найдется Л-разложимое /Д^ДДа).

Доказательство. Покажем сначала, что для любого се Si
найдется с-разложимое df{a).

Пусть и fас £= df (ас). Обозначим через [х] с класс эквива-
лентности на sj/=c, содержащий *. Выберем из каждого класса [х]с
одного представителя хс . Определим на S х отображение

Покажем, что Действительно, пусть 6 е5 ь Тогда, если
6еsДсs ь то f{a)f'{b) = f{a)fa (b)—f{ab), ибо fa -^df (a). Если
b e cSb то найдется d<=Si такой, что b= cd и поэтому f(a)f'{cd) =

=f{a)fa{c)fac{dc) =f{ac)fac {dc ) f (acdc) = f (aed).
Обозначая f"(x) = fac (x c) для любого xeSb для каждого y^S{

Df
получим f'{cy)'=f'{c)f"{y), откуда и следует с-разложимость f .

а) f'=fa на Si\cSi,
т

б) f'{CX)=fa {c)fac{Xc).
Df
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Определим теперь fA на Sp;
а) fA —fa на Si\ U bSi\

Df be А
б) для любого &еЛ верно fA {bx) = fa{b)fa b{Xb) на bS u где fa& е

Df
еДДаб) и хьщ\[х]ъ.

I Легко проверить, что определение отображения fA корректно, fA е
еД/(а) и fA является Л-разложимым.

Следствие 3. Пусть f:Si~>S2 полуморфизм и aeS], Если мно-
жество df{a) состоит из одного отображения, то это отображение
полуморфизм.

Определение 2. Полуморфизм f:SI -^S2 будем называть ста-
бильным тогда и только тогда, когда для каждого flEsi верно
D{f,a) ФO.

Ясно, что любое отображение f произвольной полугруппы Si в про-
стую полугруппу справа S 2 является стабильным полуморфизмом.

Из предложения 2 вытекает, что композиция стабильных полумор-
физмов тоже является стабильным полуморфизмом.

Пусть f:SI -*~ IS2 полуморфизм и S 2 полугруппа с левым сокра-
щением (т. е. ха =xb=> а b для любых а, ö,xeS2 ). Если теперь
аеs! и то для любого öeSi справедливо f(aö)
= f(a)f'{b) = f(a)f"(b) , откуда непосредственно следует = По-
этому из следствия 3 вытекает

Предложение 6. Если S 2 полугруппа с левым сокращением,
то любой полуморфизм f:S\-*S2 стабилен и для каждого aeS] мно-
жество df{a) состоит из единственного элемента, который является по-
луморфизмом.

Пусть X множество. Обозначим через W{X) свободную полу-
группу над X.

Предложение 7. Пусть S\ = W{X). Тогда любой полуморфизм
f:Si~+S2 стабилен.

Доказательство. Поставим в соответствие всякому се Si не-
который /с е df{c). Пусть öeSb b = х {х2 ... хп и xh x2, ...,

Определим f' для любого &eSb полагая f' (b) = fc {xi) fCXl {x2 ) .. .
dj

... fcxoi.. хпЛхп)- Так как разложение Ь Х\Х 2 ...хп однозначно, то
такое определение отображения f' корректно. Нетрудно установить
/'еф(с). Из ассоциативности полугрупповой операции на Si выво-
дится также /' е gs .

Следствие 4. Пусть f:Si~+S 2 полуморфизм. Тогда суще-
ствует подполугруппа S/czSi такая, что сужение f на S/ является ста-
бильным полуморфизмом.

(Если Si непериодическая полугруппа, то в качестве S/ доста-
точно взять циклическую полугруппу {а), порожденную элементом
ae Si бесконечного порядка. Если Si периодическая полугруппа, то
в качестве S/ можно принять подполугруппу {е}, где е идемпотент
полугруппы Si).

Пусть А е S порождающее множество полугруппы S. Тогда су-
ществует эпиморфизм'ф; W 7 (y4)-vS. Поэтому из предложений 2 и 7
вытекает

Следствие 5. Для любого полуморфизма f:Si-^S 2 найдутся
полугруппа S { и эпиморфизм h:S/—yS { такие, что f°h стабильный
полуморфизм.

Определение 3. Подмножество полуморфизмов Fе gs будем
называть инвариантным тогда и только тогда, когда для любых ae Si
и [ef верно df{a) [\F ■ФO.
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Легко проверить справедливость следующего предложения.
Предложение 8. Пусть F' и F" инвариантные подмножества

полуморфизмов f:5 l ->52 . Тогда F'[]F" тоже инвариантное подмноже-
ство полуморфизмов.

Если S 2 полугруппа с левым сокращением, то и F'[\F" инва-
риантное подмножество полуморфизмов.

Определение 4. Пусть даны полуморфизмы и
h : Ä2-+ В 2 между полугруппами Ль В х и А2 , В 2 . Определим полупрямое
произведение полуморфизмов fi и f 2 с гомоморфизмом связи h:В\ XXЛ 2 А2 как отображение

h Xhh ■ (ai, a2 )l-4/i i ai) ,h° h ihi ai), a 2) )

произведения А г \А2 в B x y^B2 .

Нетрудно доказать, что полупрямое произведение тоже является
полуморфизмом.

Предложение 9. Пусть Л ь А2,
Ви Д2 полугруппы. Если Fi

иF2 инвариантные подклассы полуморфизмов Д :Л 1 ->-.0 1 и f 2: Л2 -> В 2
соответственно, то для любого гомоморфизма связи h подкласс F\ Xh F 2
тоже инвариантен.

Доказательство. Пусть аи Ь\ <= Ль а2, bQ е Л 2; // <= dft{ai) ПF\
и f2'e dft {h{fi{ai),a2)) Обозначив f=fi X л/а, получаем

Df

где fi 'Хл//• Но так как по предположению Fj и f2'^F2 , то
Df /

f^i7
! ХЛ^2.

Правым операндом Ms над полугруппой 5 назовем множество М
вместе с отображением {х,а)\-+ха множества MXS в М, удовлетво-
ряющим для всех хёМ и условию x{ab) = [ха)Ь [3 ].

Определение 5. Правый операнд FSI над полугруппой Si будем
называть преобразователем и обозначать через (S b S2, F) тогда и
только тогда, когда F подкласс полуморфизмов f:S[-^S 2 такой, что
для любых /ef и aeSj справедливо fa е df{a) .

Из определения преобразователя (S b S2, F ) непосредственно выте-
кает, что F инвариантный подкласс полуморфизмов. Если S 2 полу-
группа с левым сокращением, то из определения fa = df{a) для любых

df
и aeSj легко видно также, что любое инвариантное подмно-

жество F является преобразователем (5 Ь S2, F) .

Предложение 10. Пусть 5 1 = IF’(Z). Тогда для любого полу-
морфизма f:Si~+S2 найдется инвариантное подмножество Fcz gs, со-
держащее f, такое, что (Sb S2, F) преобразователь.

Доказательство. В силу предложения 7 любой /е Ss ста-
бильный полуморфизм. Выбираем из каждого df{x), где iel, одного
представителя fx <=D{f,x). Затем, полагая b = хх х2 ... хп е5Ь где
Х\, х2, ..., выбираем из df {b) одного представителя f
в следующей последовательности: сначала fXIXa <= D {fXl, х2 ), потом
fXIX2 x3

е D{fXlXt , Хз) ит.д.до fb XlXi Хп_„хп). Легко видеть, что под-
множество полуморфизмов F= {fbjl bе SJ U {/} инвариантно и содер-
, Df
жит f. Из конструирования множества F непосредственно вытекает, что

f ({ai, a 2) (b i, b2 )) =f{alb i , a 2 b2 ) =

= {fi {aibi) ,fz°h(fi (fliöi), a 2ö 2 )) ==

= (fi(fli)f'i [bi) ,fz°h {fi (fli), az) f'z 0 Л(f'i (&i) ,b2 )) =
= (fi Ы ,f2 °h (h(ai), a 2)) (f\(bi) ,f'2 °h(f\(bi) ,b2)) =

=f(ai,a2 )f'(bi, b 2 ).
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относительно отображения <р : (f,b)-+f D (f,b) произведение ЕX S 1
в F (5 Ь S2, F ) является преобразователем.

Следствие 6. Для любого полуморфизма f:Si~>-S2 найдутся
полугруппа 5/, эпиморфизм h:S/-+Si и преобразователь (S/, S

2, F')
такие, что f °h d F'.
(Для доказательства достаточно взять 5/='№7(Л), где А порож-
дающее множество полугруппы Si).

Следствие 7. Пусть f,:SI -^S2 полуморфизм. Тогда найдутся
подполугруппа S/czSi и преобразователь (Š/, S 2, F) такие, что суже-
ние f на S/ принадлежит к F.

Заимствуем теперь из работы [ l ] следующее
Определение 6. Четверка (S b XSI, А, S 2), где Sb S 2 полу-

группы, XSI правый операнд над Sb А отображение JX‘S]-^S2,

удовлетворяющее для любых xgl и условию А(х, ab)
= А(х, a)i{xa, b), называется автоматом (см. также [ 4 ], с. 402).

Назовем автомат (Sb XSi , A, S 2) приведенным, если выполнимость
Х(х {

,
а) —'к{х2, а) для всех aeSj дает Х\ = х2 .

Определим для любого ге! автомата (Sb XSI, A, S 2) отображение
XZ :S I^S2, где для каждого имеет место A,z {a) = k{z, а).

Df
Предложение И. 1) Пусть (Sb S2, F) —преобразователь. Тогда

четверка (Si (Sb S2, F) , A, S 2), где отображение A(f, a) = f(a) для любых
Df

и a d Si, является приведенным автоматом.
2) Пусть (S b XSt ,

A, S2) автомат. Тогда; а) для любого xgl
отображение Ax :Si-^S 2 является полуморфизмом; б) множество

— инвариантно и относительно отображения
Df

ср : (Ах , a) ||->- Аха является преобразователем.
Доказательство. 1. Покажем сначала, что отображение А удо-

влетворяет для любых fdE и a, ö dS] условию A (f, а&) =

= A(f, а) А(/а, Ь). Но это действительно так, ибо 'k{f,ab)=f{ab) =

= f(a)fa(b) A(f, a)A(fa, b).
Если для всех adSj A(fi, a) = A(f2 , a), to fi(a) = f2 (a) для всех

adSi и поэтому fi f2. Итак, (S b (S b S2, F), A,S2 ) приведенный
автомат.
2. а) В самом деле, для любых а, 6d S i получаем

Ax{ab) =А(х, ab) =А(х, а) А {ха, Ь) = А х (а) Аха {Ь).
б) Подмножество F инвариантно, ибо для любых A и ad Si

верно A ( S u S 2,F ) преобразователь, так как для любых xdX
и a, b dSj

Определение 7. Отображение f полугруппы S х в полугруппу S 2
будем называть реализуемым тогда и только тогда, когда найдется
автомат (S b XSn A, S 2) такой, что f = lz, где zdl

Из предложения 11 вытекает
Следствие 8. Для реализуемости отображения f:SI^S2 необ-

ходимо и достаточно, чтобы нашелся такой преобразователь (Sb S 2, F),
что f d F.

Из предложения 10, леммы 1 и следствия 3 вытекает непосред-
ственно

Предложение 12. 1. Если отображение f полугруппы Si в полу-
группу S 2 реализуемо, то f полуморфизм. 2. Любой полуморфизм
f :S]-h>-S2 реализуем, если а) Si свободная полугруппа; б) для лю-
бого aeSj множество df{a) состоит из одного отображения.
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ф db) Ях(аЬ)— h(xa)b —ф Ь)— ф (ф (Aocj Cl) ,Ь) .



Из последнего предложения вытекает ряд следствий. Следствие 11
и есть основной результат о реализации отображений автоматами в
работе [ ! ].

Следствие 9. Для любого полуморфизма f:Si-+S2 найдутся
полугруппа 5/ и эпиморфизм h:Si'-+Sx такие, что f°h реализуе-
мый полуморфизм.

Следствие 10. Для любого полуморфизма f:Si~+S 2 найдется
подполугруппа S/czSj такая, что сужение f на S/ реализуемое
отображение.

Следствие 11. Если S 2 полугруппа с левым сокращением, то
для реализуемости отображения f полугруппы Sj в полугруппу S 2 необ-
ходимо и достаточно, чтобы f было полуморфизмом.

Так как любая группа сократима слева и простая справа, то полу-
чаем

Следствие 12. Любое отображение f произвольной полугруппы
5j в группу S 2 реализуемо.
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Академии наук Эстонской ССР
T. LAUSMAA

AUTOMAATIDEGA REALISEERITAVATE POOLRÜHMAFUNKTSIOONIDE
OMADUSTEST

Iga väljundiga automaat on kirjeldatav tema abil realiseeritavate poolrühmafunkt-
sioonide kaudu. Selline iseloomustus on paljudel juhtudel automaatide sünteesil ots-
tarbekas, kuid ühtlasi tingib vajaduse uurida nimetatud funktsioonide omadusi. Käes-
olevas töös on automaadiga realiseeritavaid funktsioone iseloomustatud semiformismi
mõiste kaudu, mis üldistab homomorfismi poolrühmadele. Käsitletakse semimorfismi
omadusi ning näidatakse, et funktsiooni vabast poolrühmast suvalisse poolrühma on
automaadiga siis ja ainult siis võimalik realiseerida, kui see osutub semimorfismiks.

T. LAUSMAA
ON SEMIGROUP MAPPINGS COMPUTED BY AUTOMATA

Every automaton with output is characterized by semigroup mappings computed by
this automaton. Such a characterization of automata is useful for solving several
synthesis problems oif automata. In this paper, for study of semigroup mappings com-
puted by automata the notion of semimorphism is introduced as follows: A mapping f
of a semigroup Si into a semigroup S 2 is said to be a semimorphism if and only if
for every aesi there exists a mapping fa :Si~+S2 so that f (ab) f {a)fa (b) for each
&eS i. Semimorphism generalizes the notion of homomorphism for semigroups. Several
characterizations of semimorphism are given, and the computability of semimorphism by
automata is studied. It is proved that a mapping of free semigroup to an arbitrary
semigroup is computable by automata if and only if it is a semimorphism.

зт Т. Лаусмаа
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