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А. КОППЕЛЬ

О НЕРЕЛЯТИВИСТСКОМ ПРЕДЕЛЕ СТАЦИОНАРНЫХ ДВУХ-
ПЕРЕМЕННЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ЭЙНШТЕЙНА

На основе строгого анализа нерелятивистского предела релятивистской теории
гравитации Эйнштейна, проведенного X. Кересом [ 1 ~4 ], разработан конкретный метод
нахождения нерелятивистских аналогов стационарных релятивистских гравитационных
нолей, описываемых двухпеременной метрической формой. Найденные формулы по-
зволяют проанализировать физический смысл довольно обширного класса конкретных
двухпеременных решений уравнений Эйнштейна. Сюда принадлежат, например, класс
решений типа Керра-Тауба-НУТ [ 5~6 ], стационарные решения типа Льюиса—Папапетру
[ 7-B ], статические решения класса Вейля [ 9 ] и некоторые другие.

1. Постановка задачи

Будем называть двухпеременными (ДП) релятивистские гравитаци-
онные поля (Г-поля), допускающие в искривленном пространстве-
времени такую специальную голономную систему координат, относи-
тельно которой компоненты метрического тензора не зависят от
двух координат* (допустим от хА ). Метрическую форму ds2 простран-
ства-времени, данную в этих специальных координатных системах, для
краткости будем называть ДП формой. Как известно, к таким формам
приводит исследование центрально-симметричных, стационарных и ста-
тических аксиально-симметричных, а также некоторых типов нестати-
ческих Г-полей (например, полей с плоскими или цилиндрическими вол-
нами). ДП формы связаны между собой преобразованиями координат,
которые являются комбинациями следующих более простых преобразо-
ваний;

Здесь fL иfA некоторые функции координат xL
, обладающие необходи-

мыми свойствами дифференцируемости, а аА
, а-4 постоянные.

Можно убедиться, что если при ДП Г-полях имеет место

причем величины ftLM определяются из условий
* В данной работе прописные латинские индексы начала алфавита пробегают

значения 0 и 3, прописные латинские индексы середины алфавита значения 1 и 2,
строчные латинские индексы значения 1,2, 3, а греческие индексы значения
О, 1,2, 3. Запятая с последующим индексом означает дифференцирование по соот-
ветствующей координате.
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XL'=fL( xM) } xA’=xA ; (1.1)
xL'=xL

, xA'=xA -\-fA (xh ); (1.2)
xL'=xL, xA'=aA xB -\-aA

. (1.3)

del Hoabll-sdet ll gAß \\ = det ИЫI • det \\gLM \\ (1.4)
и

{gALsLi)*-{gALPm)‘.i=o. (1.5)
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то с помощью преобразований типа (1.2) всегда возможен переход в
голономную систему координат, в которой метрическая форма имеет
вид

Такую ДП форму будем называть ДП а Отметим, что общая
структура формы (1.7), т. е. свойство gAL =O, инвариантна относи-
тельно преобразований типа (1.1) и (1.3).

В данной работе будем рассматривать ДП сф-формы, при которых
имеет место

Будем называть такие метрические формы стационарными , так как при
них можно толковать координату х° как временную и с их помощью
можно описывать стационарные Г-поля. Кроме того, будем иметь в виду,
что без ограничения общности с помощью преобразований типа (1.1)
стационарная метрическая форма (1.7) всегда приводима к виду

Как известно, такая стационарная координатная система (особенно ее
частный случай, называемый системой с каноническими координатами
Вейля [ 9 ] или Льюиса [ 7 ]) обладает несколькими замечательными свой-
ствами математической простоты и в ней удобно проводить вычисления
для многих задач релятивистской теории гравитации, но в то же время
нахождение физической интерпретации результатов вычислений здесь
часто представляет немалые трудности.

Вводя новую временную координату, так наз. ньютоново время

удовлетворяющую уравнению

можно перейти от любой метрической формы искривленного простран-
ства-времени к так наз. cvy-форме вида

Не меняя общей структуры такой метрической формы, путем преобра-
зований координат она всегда приводима к так наз. G-форме (G-систе-
ме), в которой существуют конечные предельные значения

(1.13)
и при этом

Как известно [ l-4 ], с помощью G-систем в принципе можно найти
нерелятивистский предел любого релятивистского Г-поля и в свою оче-
редь нерелятивистские аналоги могут быть полезными для толкования
этих релятивистских решений уравнений поля. Отметим, что метод изу-
чения предельного нерелятивистского Г-поля применялся, например, для
толкования известного решения Керра [3 ].

Задачу нахождения нерелятивистских аналогов можно поставить
также в случае любых стационарных ДП Г-полей. К сожалению, оты-
скивание общего решения уравнения (1.11) при произвольной конкрет-
ной ДП форме и получение с его помощью соответствующей конкрет-
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IILMgMN=b”, (1.6)

ds2 = ciab dxA dxB -\-Рьм dxL dxM . (1.7)

det||cußll = --£>2 <o. (1.8)

ds2 = аАв dxA dxB-\-exp (2Б) ÖLM dxL dxM
. (1.9)

t=F{x°,xi), (1.10)

§^,л=—(l.ll)

ds2
—

— (с2 v svs ) dt2-\-2vs dxs dt-\-ysp dxs dxP. (1,12)

Vi= lim Vi, уih— Hm \ik
C->oo c->oo

(1.14)



ной ссу-формы наталкивается на большие математические трудности.
Но в то же время не исключено, что нахождение нерелятивистских пре-
делов стационарных ДП Г-полей оказывается возможным уже с по-
мощью некоторого частного вида функции преобразования F (1.10).

Исходя из сказанного выше, в данной работе поставим задачу на-
хождения нерелятивистских Г-полей, соответствующих стационарным
ДП Г-полям, которые описываются с помощью ДП ap-формы вида
(1.9), при следующих предположениях: переход к сиу-форме осуществим
с помощью частной комбинации преобразований (1.2) и (1.3):

(1.15)

и полученная ДП сиу-форма будет G-формой с точностью до частных
преобразований типа (1.1) и (1.3);

2. Переход от ДП сх(3-формы к ДП ссу-форме

В случае стационарной ДП ap-формы вида (1.9) и преобразования
(1.15) уравнение (1.11) принимает вид

Из формул преобразований для ковариантных составляющих метриче-
ского тензора имеем дополнительно

Заметим, что в данном случае получаемая ссу-форма жесткая, т. е.
коэффициенты метрической формы ее зависят от ньютонова времени t.

Интегрирование уравнения (2.1) все-таки довольно сложная про-
блема. Решения в замкнутом виде можно получить только в относи-
тельно простых случаях. Но поскольку для нахождения ссу-формы
нужны лишь производные f°,L, то предложим здесь метод, позволяющий
обойти прямое интегрирование уравнения (2.1).

Отметим, что с учетом (1.8) для нетривиальных случаев из (2.1)
следует условие

Учитывая это, можем полагать

(2.10)

(2.11)

где 0 некоторая функция координат xL . Теперь уравнение (2.1) удовле-
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t=—+fO{xl ,
X1), xi' =x\

xi =fl {x 1'), x2—f2 {x2'), x3 —a 3x3'+ao . (1,16)

а“+l+с* exp {— 2В)[ (/»,)*] =O. (2.1)

u s t>s=c2 (l-(-aoo), (2.2)
üL =-c*f*L

aoo ,

• (2.3)
из=саоз, (2.4)

Y33=ct33, (2.5)

\3L= —Cf,bU 03, (2-6)
f\IJ\MU.QO, (2.7)

где
P L M = exp{2B)öLM . (2.8)

азз=— a00Z) 2 >-Z)2. (2.9)

f°,=--r [O-%,(а№-Щe.
/° =— [0-2р22(азз - №) J'-'-cos 0,

С



творяется тождественно, а из условия интегрируемости соотношений
(2.10) и (2.11) следует уравнение для функции 0.

При переходе с помощью преобразовании (1.16) в новую координат-
ную систему операторы дифференцирования преобразуются по следую-
щему правилу;

Учитывая это и имея в виду формулы преобразования составляющих
метрического тензора, видим, что, кроме добавляющегося штриха при
индексах, вид формул (2.2) (2.7) не меняется, причем

и

Хотя в дальнейшем для простоты мы будем пользоваться прежде всего
величинами ДП спу-формы до преобразований (1.16), следует иметь в
виду, что с помощью формул (2.12) (2.14) переход к новым операто-
рам дифференцирования и величинам аа гв г

, sь'М' возможен всегда.
По существу такой переход означает преобразование исходной ДП
сф-формы (1.9) в более общую ДП сф-форму типа (1.7).

3. Переход к нерелятивистской метрической форме

Для того чтобы (до или после преобразований (1.16)) получаемая
ДП спу-форма (1.12) с метрическими коэффициентами (2.2) (2.7) была
G-формой, необходимо выполнение условий

где

Функции h, hi, h ik представляют собой разложения по обратным степе-
ням величины с, так что имеет место

Здесь Ъ=\\mh и т. д. Из формул (3.1) (3.3) в свою очередь выте-
С—>оо

кают условия для структуры метрических коэффициентов ДП сф-формы.
С учетом соотношений (3.1), формул (2.2), (2.4) и (2.5) получаем

соответственно

(3.4)

(3.5)

(3.6)
С другой стороны, на основе этих формул из данных метрических коэф-
фициентов аав определяются предельные значения w, v 3 и у33 . При
этом видим, что имеет место
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<2l2 >

аоз' Язаоз, «з'з' —(язфазз (2.13)

(Д/м'= ехр (2 В) [ (^) 2 (2.14)

vsvs =w+h, Vi=Vi+hi, yik=yih+h ik, (3.1)

1и= и8 ир у BРфО. (3.2)

Tl=h= hh= 0. (3.3)

аоо IH—— [w-\-h],сл

[г7з—l—Дз],

азз = уззН~/йзз.

D2 = аооаззН- (аoз) 2= — — (ü 3 )2+

) 2} =узз+ О—— j (3.7)



откуда

С учетом (3.4) из (2.3) и (3.1) получаем формулы для структуры
производных /°,ь:

Отсюда очевидно

Затем для определения составляющих тензора уih из формул (2.6)
и (2.7) находим

Поскольку отсюда вытекает

то для удовлетворения условия (1.14) должно выполняться

Учитывая (3.8), (3.11) и (3.17), из формул (2.10) и (2.11) находим

откуда, в силу условия интегрируемости, получаем уравнение для 6.
Из полученных формул видим, что действительно имеет место

4. Формулы для нерелятивистского Г-поля

Выше получены общие формулы для нахождения метрических форм,
описывающих нерелятивистские Г-ноля и соответствующих при сделан-
ных предположениях исследуемым релятивистским Г-полям. Теперь
более подробно исследуем такую предельную метрическую форму.

Уравнения нерелятивистского Г-поля, получаемые из уравнений Эйн-
штейна в пределе с->оо, имеют следующий вид [ l_4 ]:
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и
0~2 {азз 7)2 ) 3з-|-0 j j [ шу 3з (Уз) 2+о| j , (3.8)

узз=(Ь) 2 . (3.9)

с2/°ь = [ l -^Г(^+/г ) 2 ] [»ь+Ль+— {vL+hb) (w+h) ]. (3.10)

гщ =Ит(с2/0
L ) =ср,ь- (3.11)

С—>оо

Pii =Yii+ftii+—- иуф-ф (»+/!)], (3.12)

.(с2/°2)
2 [ 1 ~ (Ш+Л) j, (3.13)

o=Ре=№+Лl2+—■ И») иу [ 1 - (ш+й) ] . (3.14)

0= ( c2I°l) (o3+/l3) , (3.15)

yi3=Y2s=Yi2=o, (3.16)

Yn=Pn#o, у22=р22¥=o, у33 =(Г))2 ФO. (3.17)

и~l= ф >1=(0)-1{Ри[^ф)2_(и3 )2]} 1/25ш(§) ) (3.18)

V2=4>,2= {D)-I {^22[w{D) 2 {v3 )2 ]} (3.19)

Г^Р=(М“Чфд) 2+(М _1 (ф.2) 2+(Ь)-2(из) 2=ш. (3.20)



a fi=yi pfP ,
fh=y sP Thp, flk— коэффициенты Кристоффеля 3-про-

странства с метрическим тензором у?А, Рш тензор Риччи этого про-
странства, q плотность массы и G ньютонова гравитационная
постоянная.

Из уравнения (4.1) вытекает, что жесткое 3-пространство с мет-
рическим тензором уиг эвклидово. Отсюда получаются общие условия
для предельных величин уih- При этом нужно различать два случая;
1) узз= (0) 2 =const и 2) узз= (D) 2^const.

Если

то с учетом (2.8) получается уравнение

Итак, в 3-пространстве имеем так наз. общие ортогональные цилиндри-
ческие координаты, получаемые из двумерных плоских криволинейных
координат xL (полярных, эллиптических ит. д.) посредством присоеди-
нения декартовой координаты z = х3

, перпендикулярной к х ]х2-плоско-
сти [ lo ]. Частным случаем при D = 1 и В = 0 являются декартовые
координаты. Следовательно, при D = const предельное нерелятивист-
ское Г-поле определяется двумерной плоской задачей.

Если

Имеем ортогональные вращательно-симметричные координаты, полу-
чаемые из соответствующих плоских криволинейных координат xL (по-
лярных, эллиптических и т. д.) при помощи вращения на угол ср = х3

вокруг оси симметрии [ lo ]. Например, при D= х 1 частным случаем
являются круговые цилиндрические координаты, а при Л
== exp (х 1 ) sin ('х 2 ) сферические координаты, причем в стандартный
вид последние приводятся с помощью преобразования х,/

= ехр(х 1).
Таким образом, при D Ф const предельное нерелятивистское Г-поле
обладает аксиальной симметрией или, в частном случае, сферической
симметрией.

Для того чтобы сделать выводы из остальных уравнений поля (4.2)
и (4.3), будем иметь в виду, что наши предельные значения Vi и уik
не зависят ни от времени t, ни от координаты х3 . Кроме того, в силу
условия интегрируемости соотношений (3.18) и (3.19), имеет место
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Рт= o, (4.1)
Р —Р. +РР5 . Р Г? =O, (4.2)

is,О i,s ' р st ps г ' '

Р Р+РР> —Р fp = 4яСе , (4.3)s,O ,s 1 p s ps v '

где

Гр = Ур,о “7y*+p, Гйр =ййр+“уАр,о, Qfep = ü^ ft j, (4.4)

D =const, (4.5)

(4.6)

Z) + const, (4.7)
то с учетом (2.8) получаются уравнения

Д 1,1+75,2,2=0, (4.8)
exp(26) = (Ai) 2+(D 2 )2 . (4.9)



(4.10)
a

(4.11)

С учетом упомянутого выше, уравнение (4.2) принимает вид

Следуя общей схеме, данной в работе [2 ], в настоящем случае можно
определить новую функцию ф с помощью соотношений

Теперь уравнение (4.12) как условие интегрируемости для этих соотно-
шений выполняется автоматически. Кроме того, отсюда следует

где символ А означает оператор Лапласа для исследуемого 3-простран-
ства с метрическим тензором уш-

Поскольку в силу (4.13) имеет место

(4.15)

то уравнение (4.3) принимает вид

(4.16)
где

Согласно общей теории [ 2 4 ], исследуемое нерелятивистское Г-поле
является неньютоновым (вихревым), если в декартовых координатах
Ук —yk (х1) имеет место

В противном случае (ф-- =0) с помощью преобразования координат

всегда можно сделать Qik =O. В силу (4.13) тогда получается также
ф= ф ((). В этом случае нерелятивистское Г-поле ньютоново и в силу
формул (4.17) величина определяет ньютонов потенциал Г-поля

с точностью определенного калибровочного преобразования.

5. Заключение

Итак, при определенных упрощающих предположениях получены
формулы для нахождения предельного нерелятивистского Г-поля в
случае релятивистской стационарной ДП метрической формы. С по-
мощью этих формул можно проанализировать физический смысл до-
вольно обширного класса конкретных ДП решений уравнений Эйнштей-
на. Сюда принадлежат, например, класс решений типа Керра—Тауба-
НУТ [ s>6], стационарные решения типа Льюиса—Папапетру [ 7’ B ], ста-
тические решения класса Вейля [ 9 ] и некоторые другие. Отметим, что
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Q ,2=V2|=°.

&L 3 Qsl —Vs,L-

[ (Z)) 1 ].i [ {D) 1 ü 32 ] )2=0. (4.12)

IIM = (£)-%,2, lf.2= “(D)- (4.13)

Ai[i= (D)-1 exp (—2B) [ (^il) ) i4-( )̂2 ) ;2 j—O, (4.14)

А(Ф2 ) =у-(^)“ 2 ехр(—2В) [ (узл) 2+(^з,2) 2 ]

АФ =4яОр,

Ф= -^ш+гl)2 . (4.17)

(4.18)



уже опубликованы [ п ] некоторые результаты применения формул при-
веденного выше типа для анализа некоторых новых конкретных точных
решений уравнений Эйнштейна с ортогональной метрической формой, но
при этом постановка задачи была более специальна.

Следует подчеркнуть, что подход к результатам настоящей работы
возможен и с иной стороны. На основе формул, данных в разделе 4,
можно поставить задачу нахождения также конкретных видов ДП мет-
рических форм, описывающих стационарные иерелятпвистские Г-поля,
ь том числе неньютоновы. Эту задачу можно решать по следующей
схеме. Первоначально выбирается конкретная координатная система в
эвклидовом 3-пространстве, т. е. выбираются конкретные виды функций
D и В , удовлетворяющие либо уравнениям (4.5) и (4.6), либо уравне-
ниям (4.7) (4.9). Затем на основе формул (4.14) и (4.16) определяются
функции фи Ф, далее из соотношений (4.13) и (4.17) г? 3 и гг, и нако-
нец, с помощью (3.18) и (3.19) —гД = tp>L . При этом, конечно, осо-
бенно интересно выяснить, какие существуют неньютоновы нереляти-
вистские Г-поля данного типа. Не исключено, что знание конкретных ви-
дов нерелятивистских ДП Г-полей даст некоторые новые идеи для по-
строения конкретных видов соответствующих релятивистских Г-полей.

Результаты конкретного применения данных здесь формул как для
анализа специальных видов релятивистских метрических форм (реше-
ний уравнений Эйнштейна), так и для построения некоторых конкрет-
ных нерелятивистских метрических форм будут опубликованы в сле-
дующих работах.
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А. KOPPEL
EINSTEIN! VÕRRANDITE STATSIONAARSETE KAHEA4UUTUJA LAHENDITE

MITT ERELATI VI STLIKUST PIIRJUHUST

Relativistliku gravitatsiooniteooria mitterelativistliku piirjuhu ranget analüüsi, mille
alused on esitatud töödes [

l_4], rakendatakse niisugust tüüpi statsionaarsete relativistlike
gravitatsiooniväljade puhul, mida kirjeldab kahest muutujast sõltuvate kordajatega meet-
riline vorm. Tuletatakse valemid, mille abil on võimalik analüüsida ja füüsikaliselt
tõlgendada laia Einsteini võrrandite lahendite klassi. Siia kuuluvad näiteks Kerri-
laubi-NUT tüüpi lahendid [ 5 -6 ], Lewisi-Papapetrou tüüpi aksiaalsümmeetrilised statsio-
naarsed lahendid [ 7,B j, Weyli tüüpi staatilised lahendid [ 9 ] jne.
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A. KOPPEL

ON THE NON-RELATIVISTIC LIMIT OF STATIONARY TWO-VARIABLE
SOLUTIONS OF EINSTEIN’S EQUATIONS

A certain method is developed for finding non-relativistic limit to the stationary
relativistic gravitational field described by two-variable metric form. The method is
based on H. Keres’s works [ l-4 ]. With the help of the formulae derived here, it is
possible to analyse and interpret a wide class of solutions of Einstein’s equations, e. g.
the Kerr-Taub-NUT solutions [ 5 > 6 ], the Lewis-Papapetrou axially symmetric stationary
solutions [ 7 - B], the Weyl static solutions [ 9 ], and others.
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	Рнс. 5. Спектр сигнала от смеси при /С = 1,6 мк~1.�㈀　㤀㠀㜀ⴀ　㔀开䌀氀愀猀猀攀猀尀圀漀眀㘀㐀㌀㈀一漀搀攀尀䤀渀琀攀爀昀愀挀攀尀笀䈀䈀㔀㘀㔀䄀㐀䐀ⴀ㘀㜀㐀㠀ⴀ㐀㌀䔀㜀ⴀ䄀㘀䐀　ⴀ䐀　䘀䈀㘀㤀䘀䘀䄀㤀㠀䐀紀尀倀爀漀砀礀匀琀甀戀䌀氀猀椀搀㌀㈀��奥갽奥2奥奥䠲奥氲奥進奥됲奥�ﰲ奥″奥䐳奥栳奥谳奥뀳奥퐳奥奥ᰴ奥䀴奥퀽奥搴奥蠴奥갴奥퀴奥奥ᠵ奥㰵奥怵奥萵奥꠵奥찵奥奥ᐶ奥㠶奥尶奥耶奥ꐶ奥젶奥奥့奥堷奥簷奥ꀷ奥쐷奥奥స奥〸奥吸奥砸奥鰸奥쀸奥奥࠹奥ⰹ奥倹奥琹奥頹奥밹奥奥к奥⠺奥䰺奥瀺奥鐺奥렺奥㐷奥�奥;奥奥䠻奥氻奥逻奥됻奥�ﰻ奥‼奥
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