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НАИЛУЧШАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА С ВЕСОВОЙ
ФУНКЦИЕЙ х

Пусть п, г, М заданные числа. На множествах функций =

= {/(а:) : /(Г -1 ) абсолютно непрерывна, supvrai (f(r) ) Л4},

рассмотрим задачу построения соответственно наилучших [ 1 ] формул
вида

(1)

(2)

где Uq = 0, p{x) =x*. Другими словами, найдем значения Ahj, Xh,
B oj, Bh j, uk [k =l, 2, ... ,n; j=o, 1, ... ,г — 1) так, чтобы вели-
чины

имели наименьшие значения.
Ниже используем обозначения

Qi(x) интерполяционный многочлен Лагранжа степени г —l, пост-
роенный для функции ф v {hiX~\-üi) по узлам tO , t\, , t,—\ {i =

=О, 1, ...
, n —1), Qn (*) =O.

* Квадратурные формулы с весовой функцией х представляют интерес, например,
при вычислении двойных интегралов в полярных координатах.
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n)L
oo
= fe^e .

/<ö (0)=0 (i=o. 1. .... Гг-1)}

Jp{x)f{x)dx= JJ 2Bk ifu4uk)+En{f),
0 k—o j—o

fp(x)f(x)dx= jt 2JAkjfU)(xk)+jßn (f),
о k=i j=o

E n = sup \En{f)\, Rn= sup \Rn{f)\
L x

*o=o, хп+l=l, аг =o,s(*г+l+*г), hi =o,s(*г+l *г) (i= o, 1,

ti= cos (/=O, 1, ..., г —l),r-f 1
sin(r+l)arccos*

со (*) = П {x ti) =•
..

,
I=o 2r У 1 *2

i

Фр (0 =

"(r li)\'f pW (x ~

r_l ( 3 )
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Обратимся к работе [2 ]. Результаты этой работы получены в пред-
положении р{х) >0 на [0; 1] с помощью теоремы С. Н. Бернштейна
([ 3 ], с. 330—332). В случае р(х) == х результаты [ 2 ] также справед-
ливы. Для обоснования этого достаточно убедиться, что при р{х) == х
верна названная теорема С. Н. Бернштейна или, конкретно, выполнено
неравенство

где ito(0 произвольный многочлен степени г — 1.

Пусть ae=“(e+*i), he=~-{xi —e), Q e (u) многочлен Лагранжа,

построенный для функции ур (h eu -f- ае ) по узлам t\, ••• ,U-ь Тогда
с помощью теоремы С. Н. Бернштейна [3 ] имеем

и оценку остатка

где

Величина с п есть функция от Х\, х2, ... , хп . Таким образом, задача
построения наилучшей формулы (2) будет решена, если удастся вы-
брать узлы Х\, х2 , ... ,х п <= (0; 1] так, чтобы величина с п приняла наи-
меньшее значение.

Упростим выражение (6), учитывая, что р{х) =х. В рассматривае-
мом случае по (3) находим

и, следовательно, фр(o есть многочлен степени r-f 1 с коэффициентом
при tr , равным нулю. Учитывая Qi{tv ) ==фр {hit v +aR (v =O, 1, ... ,
г —1), имеем
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3CI 1

/;I<Рр(0— Jto(OI / |'фр {hollar аo) Qo {u)\du,
о -1

f |фр (o 7io{t)\dt= lim /|фр(o iio{t)\dt=
0 e->+o e

i
= lim he J |фр ( heu-\-ae ) jto {h eu-\-ae ) \ du^

e-H-0 —1

1 1
lim he J \(p P {heu-\-ae )— Qe{u)\du=h o f \q>p{h ou-\-ao) Qo{u)\du
e-H-0 -1 -1

Ahj= l)-ÄJH-^Q ]

(4)
(6=l, 2, ..., n; /= 0, 1, ..., r— 1)

R n =Mcn ,
(5)

Cn=2hif\(p p {hiU+ai) Qi{u)\du+ f\yP {t)\dt. (6)
i= o - 1 xn

фр(o=
(

(

г+
1
1
>

)

Г

!
( <- 1)’- ( <+'- )

и, следовательно, для случая р{х) = х результаты [2 ] верны.
(т)Рассмотрим сначала задачу построения на множестве W~0 L наи-

лучшей формулы (2), где р{х) = х.
Согласно [2 ] и сделанному выше замечанию при фиксированных

узлах 0 < Х\ < х2 <
...

< хп 1 единственная наилучшая формула
(2) (определяемая выбором весов Akj), для которой величина R n дости-
гает наименьшего значения, имеет веса



Сравнивая здесь слева и справа коэффициенты при иг
, получаем зна-

чение Xi —(г -j- 1 ) cii/hi. Поэтому

Используя последнее равенство, неравенство

получаем по (6)

Займемся поиском наименьшего значения величины (7)
Лемма 1. Система

имеет одно и только одно решение, и это решение удовлетворяет усло-
вию V[ < 1, V 2 < 1, ... , Vn-i < 1.

Доказательство. Пусть /Дщ) =vl [ri>i+2(r+l) ] (г+2).
Так как для щ О функция /д(щ) строго возрастающая, Д (0) <O,
/•’i(l) >O, то уравнение /Дщ) =0 имеет единственный положитель-
ный корень и*, причем v* <l. Пусть теперь &-е уравнение имеет един-
ственный положительный корень и * (предполагаем, что положительные
корни системы, состоящей из первых k 1 уравнений, уже найдены)
и при этом v\ <1- Покажем, что тогда таким же свойством обладает
(& 1+ 1) " е уравнение, в котором взято ü ft

= o*.
Функция Fh+i{vk +i) = Vk+i[rv h+i + 2(r +1) ]— vj [( г +2) v h +

_|_2(r+l) ]/(u*+ l) ?' +1 возрастает для vh+l 0, при этом Fä+i (0) <O,
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(

фр {hiti+ai) Qi(u) = (Ц+Až) 0) (//) .

(-1 Yh'l(H-l)ai \

Фp(hiU+a t ) Qi(u)=— \ u-\ j o)(«)
vT U •

, ir-\~\)ai
,

(r4-l)öi (rA-\)aih tu+1~T~>- x+4^~=^L2
hi

>o ‘ве l-': 4)

и равенства
1 1
/ и |co(w)| du=o, J |co(«)| du= 2i~ r

,

с
1 V щ у 'j ,ч-1 /v Iхчl (1 х?г ) ,+1 (1-К)

°П —

r\ 22? + 1 . I+l [хг+l~Гхг) ~Г (Г-'-2)\ ’

Г

v Vi[rvi+2{r+ l) ]=г+2,

о? [го 2+2(г+l) ]=of[ (г+2) щ+2 (r+ l) ]/(01+1) Г+1
>

‘ . Оз [rü3+2(r+l) ]=Ü2 [ (г-|-2) ]/(ü2+l) +

, (В)

V n~i[run-Ijr 2 (r+ 1)] == V n-2[ ( г+2) v n- 2+2 (г-)- 1 ) ]/(yn-2+ 1 )
,

, Щ>o, и 2>o, ü n_i>o

r , n _o I о »ir [(/-+2) P;+2(r+l)]
fs+i(l)—Jr+2—

(B . J_[ jr+i
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откуда следует, что функция F k+] {vh +\) имеет единственный положи-
тельный корень v*+i , причем у* <l. Итак, лемма доказана индук-
дней.

Пусть

обозначает решение системы (8).
Замечание 1. Система (8) проста для приближенного решения,

требующего фактически последовательного решения п 1 однотипных
уравнений, каждое из которых содержит одно неизвестное.

Замечание 2. При г— 2 точное решение системы (8) может
быть записано в виде

что можно проверить непосредственной подстановкой.
Ниже используем следующее обозначение:

(9)

Лемма 2. Пусть

(Ю)

где х0 = 0, хп 1 и фиксировано
Система

(11)

имеет единственное решение

Доказательство. Выписав подробно уравнения (11), разделив
k-e уравнение на хк [k —l, 2, ... ,п — 1) и сделав в полученных урав-
нениях замену

убеждаемся, что с учетом (13) системы (11) и (8) совпадают. Поэтому
по лемме 1 система (11) имеет единственное решение, которое можно
найти по (13), взяв в (13) vk

= v*h - Выразив из (13) значения
Xh {k =l, 2, ... ,п — 1), получим решение системы (11) в виде

Перемножив в (14) последние и— /г равенств {k = I, 2, ...

,
п —l),

получим равенства (12). Лемма доказана.

4 ENSV ТА Toimetised Рр М-4 1974

_

2rvh
+ +3r (г-f- 1) Vh +• • •

„

(^+l)' +1

V* , V* , .. . , У*1 2 ’ п-1

уЗ(2о*+3)(2о;-|-1)-(2о*+3)
v* =V3— 1, V* =

*

1 у ft+l 2( 0;+1)
(Л=l, 2, /г —2),

V-V':T </=', 2, .... n-l).
j '

п—lип = žJ i x'i+l Xi) ~+ 1 (Xi+i+Xi) ,
2=o

Г дип (/=l. 2. .... n-1)

|o<*i<*2 < ••
• <Xn-l<Xn

Xh=xn ]J Yj {k=\, 2, .. ~ n —1). (12)
i=ii

——=vh ( k=\
,

2, n—l), (13)
■Xh

Xi X2yi, Х2= Х3 у2, Xn-i = Xnyn-l. (14)
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В дальнейшем через V* будем обозначать наименьшее значение,
которое может принять величина Un при фиксированном значении
хп 1 и значениях Х\, х2, ... , xn-i, удовлетворяющих условию

Лемма 3. Справедливо неравенство

Доказательство. Выбрав достаточно малое произвольное
е> 0 и взяв в (10) значения хи =кг {k —l, 2, .... ,п —1), видим,
что при таком выборе значений хи х2, ... , хп -\ величина

где А некоторое число, не зависящее от е. Отсюда, в силу произволь-
ности е, следует (16). Лемма доказана.

Лемма 4. Значения хи х2 , ... , хп- ь удовлетворяющие при фик-
сированном значении хп 1 условию (15) и доставляющие величине
Un наименьшее значение, совпадают со значениями (12).

Доказательство проведем индукцией.
1. Пусть п 2. Имеем

где х2 s-C! 1 и фиксировано. Так как значение х х = х2у { есть единствен-
ная положительная точка минимума функции U 2 f/2 (xi), то из

следует утверждение леммы для данного случая.
2. Пусть лемма верна для п = k. По лемме 3

(17)

При этом значения хи х2, ... , Хи-\ (в силу предположения справедли
вости леммы для n = k), для которых U =U*

{
, являются решением

системы

или, что то же, решением системы

где Xh фиксировано и 0 < xh s=: 1,
Покажем, что тогда утверждение леммы верно и для п k -\- 1.

Пусть 0 < Xk+i 1 и фиксировано. Рассмотрим вопрос нахождения
такого положительного значения Xk < Хь+i, при котором величина

принимает наименьшее значение, которое, очевидно, равно U* . По
(17)

0 =Xo<a:i<X2< • ■ • <Xn-i<xn . (15)

U*^xr+2
. (16)п п

Un = ег+2 {п -1) 2+[хп -{п- 1) еГ+ДХпН- (я —1) е]

LJ2 —Xi -j- (x% Xi) {X2~\-Xi),

lxl=0 — [xi=X2 —%2 > |xi=x2Vi

u*h=xrk
2V’ 0< ц 1.

—-=0 (/=l, 2, k—\), o<Xi<Xz<...<x h, (18)

1 ±̂I=o 0= 1. 2. .... k-l),
1 Л

' (18а )
[ o<xi<x 2 < ... <xk - lCxk ,

V (Xh) = u*k
+ (Xfe+l xk ) r+i ( xk+i-\-Xh)

V{xk ) =xl+2n+{xh+i Xk) r+l {Xh+i+xK): (19)
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Легко убедиться (по аналогии с доказательством леммы 2 и с учетом
неравенства O<С р 1), что уравнение V'{Xk) 0 имеет единственный
корень на отрезке 0 < Xh <С Хь+и который может быть записан в виде
х*=х /{ l-j-ü), где п7> 0 является единственным положительным
корнем уравнения

Предположим, что V {x*k )^\xxr+* В силу (19) последнее неравенство
равносильно неравенству

Разделив это неравенство на (20), получим неравенство

которое невозможно при г 1 иv>■ 0. Противоречие показывает,
г_|_2 ?’“{"2что У (я*) <рл:'+2

1- С другой стороны, V (0) xk+i У (* fe+i) =№+i •

Отсюда следует, что значение х* доставляет величине V{Xk) наимень-
шее значение.

Учитывая это и (18а), получаем, что значения хи х2, ... , Хи, удов-
летворяющие условию 0< Xi <х2 <С ... <xh < Xh+\ (где xk+\ 1
и фиксировано) и доставляющие величине Uk+i наименьшее значение,
являются единственным решением системы

(21)

Так как при выполнении (18) уравнение V' (Xk) = 0 совпадает с урав-д
пением Uh+i=o, то этим система (21) совпадает с системой (И)
при п= к -)- 1. Лемма доказана.

Лемма 5. Имеет место равенство

(22)
где

То =O, у ь Y2, •• • , Yn-i определены в (9).
Доказательство получается сразу, если, учитывая лемму 4,

подставить значения (12) в (10).
Теперь вернемся к величине (7). Учитывая лемму 5, имеем по (7),

(10) и (22) неравенство

(23)

где знак равенства достигается при узлах (12). Таким образом, для
нахождения узлов, доставляющих величине (7) наименьшее значение,
осталось найти значение хп (0 <7 хп 1), для которого наименьшее зна-
чение принимает правая часть (23). Это значение находится легко
и в результате получаем

W[ry+2(r+l)]=n(r+2). (20)

vr+i {v-\-2) [ (u+l) r+2 I]m-

v{v-\-2) (ü-|-l) r+2 —1
rü+2(r+l) "" r+2

Г dUh+l dV(Xk)

[ o<xi<x2< ...
<jc ft<jfft+i.

U*=xr+2u ,
n n r n 7

[in= 2 (I— yi) r+i (I+Y0( П Уз) ?'+2+ (1 Yn-i)r+l (1 +yn- 1)
i=o j=i+l

Vn ~4-P. I 0 *n) ?

'+I (l+*n+r)
r! 22r+1 « (Г+2)!



(24)

где V* единственный положительный корень уравнения

Итак, доказано следующее утверждение.
Теорема 1. Единственная наилучшая на множестве W 0 L OO

фор-
мула (2) при р{х) = х имеет узлы (24), (12) и веса (4). Оценка
ошибки наилучшей формулы равна значению (5), где сп равно правой
части (23), в которой хп имеет значение (24).

Использование теоремы 1 и теоремы из [4 ] позволяет непосредст-
венно придти к следующему утверждению:

Теорема 2. Единственная наилучшая на множестве фор-
мула (1) при р{х) = х имеет узлы ии = Хи, где значения Хи вычислены
по (24) и (12), веса Bkj = Ahj {k =l, 2, ,п;j= 0,1, ... ,г — 1),
где значения A h j вычислены по (4), и веса

где Rn{x j) означает ошибку наилучшей на множестве W0 L <*, формулы
(2) (с р{х) =х) для функции f{x) xl Для этой формулы величина
Е п совпадает со значением R n .

Задачи построения наилучших квадратурных формул с весовой функ-
цией рассматривались ранее, например, в [4-ю ].
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М. LEVIN, V. ARRO
PARIM KVADRATUURVALEM KAALUFUNKTSIOONIGA x

On leitud parimad kvadratuurvalemid (1) ja (2) vastavalt funktsioonide hulkadele
H7( r )L

00
={f{x) : fa-O absoluutselt pidev, supvrai |/(r )|

= {/(*) IPCUoo. /(0(0) =0 (i =O, 1, ..., r—l)},
kus «o—o ja p(x) = x, s. t. arvud xu, Ahj, Bhj, Uh on määratud nii, et

sup \E n (f) |ja sup \R„ ff)\

omandaksid minimaalsed väärtused.
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1
Xn ,

. ... >1 +u*
1 n

иГ г /О , ,ч , О . 9, О! Рп{Г-\-2)■ Ги(2г4-г2) 4-Зг4-г24-21 = ——

(r+2)(r+l) L v г д- -г j 2 2г+1

B oi =—Rn{xl) (/=O,l r-\),



Al LEVIN, V. ARRO

THE BEST QUADRATURE FORMULAE WITH WEIGHT FUNCTION x
The best quadrature formulae (1) and (2) with pyx) =x, u 0 Q for sets of

functions
WWL eo

={f(x) ;/о— 1 ) absolute continuous, supvrai |f'- r >|^M},

\Vo' ) L oc= {f{x) \ff=W<r)LZ, fW(0)=0 (i =O, 1, .... r—l)}
have been found.

Values Xh, Ahj, Buj, Uk have been determined to acquire minimum for
sup \E n (/) j and sup \Rn(f)\.

/E,TT WL e
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	Рис. 6. Схема экспериментальной установки.�猭䝌䉌湩ੌ潣慬偡瑨㩃㩜偲潧牡洠䙩汥猠⡸㠶⥜摯捗佒䭓屢楮層睓牶屄坓牶㌮數攊剥灯牴敤却慴攺ㄊ却慴畳㩐牯捥獳楮朊創湮楮杁灰猺潢㩅硰潲瑘䵌潣䥄㨲〹㔲楬瑥爱㩍潮潧牡灨楬瑥爲㩔䱕ⵍ潮潧牡灨ⵓ䍁乜戱㈶㐳ⴱ㤷㐭㐊䙩汴敲㌺呌唭䵯湯杲慰栊䅣瑩潮ㄺ偲潣敳獩湧ੁ捴楯渲㩓慶楮朠偄䘠⸮⸊䍲瑐牯杲敳猺《䵡硐牯杲敳猺ㄊ䱡獴却慴畳䵯摩晩捡瑩潮呩浥啔䌺ㄴ㔵㘴㔰㔵数潲瑥摔業攺ㄴ㔵㘴㔶㔹田㐱敜田㐱捜田㐱晜田㐱敜田㐱㝜田㐱㡜田㐲㙜田㐱㡜田㐱
	Рис. I. Герметичная ячейка для измерения концентрации кислорода в растворенном в поде кристалле. Обозначения; 1 регистратор тока ионизации, 2 ЭАК, 3 куски кристалла, 4 вертушка магнитной мешалки, 5 дистиллированная вода.�㐷〴㍤〴㍥〴㌹〰㈰〴㍡〴㐰〴㐳〴㍦〴㍤〴㍥〴㐱〴㐲〴㌸〰㈰〴㌲〰㈰〴㐱〴㌵〴㐷〴㌵〴㍤〴㌸〴㌸〰㈰〴㌳〰㈰〰㍤〰㈰〰㌲〰㌵〰㌰〰㈰〴㍣〴㍣〰㈰〴㌴〴㌲〴㐳〴㐵〴㐴〴㌰〴㌷〴㍤〴㍥〴㌹〰㈰〴㐱〴㐲〴㐰〴㐳〴㍦〰㈰〰㈸〴㌱〰㈹〰㉥〰〰㘴㍥㈰㍣㌰㌱㘶㌲㍥㈰㍣㌰㌲㌵㘵㍥つち㍣㌰㌱㘶㌳㍥㈰㍣㌰㌱㘶㌸㍥㈰㍣㌰㌲㌶㌵㍥つち㍣㌰㌱㘶㌹㍥㈰㍣㌰㌱㘶㘶㍥㈰㍣㌰㌲㌶㘴㍥つち㍣㌰㌲㌰㌰㍥㈰㍣㌰㌲㌰㌲㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌴㍥つち㍣㌰㌲㌰㌳㍥㈰㍣㌰㌲㌱㌰㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌸㍥つち㍣㌰㌲㌱㌱㍥㈰㍣㌰㌲㌱㘳㍥㈰㍣㌰㌲㌸㌷㍥つち㍣㌰㌲㌱㘴㍥㈰㍣㌰㌲㌱㘶㍥㈰㍣㌰㌲㌹㌴㍥つち㍣㌰㌲㌲㌰㍥㈰㍣㌰㌲㌲㌴㍥㈰㍣㌰㌲㌹㌸㍥つち㍣㌰㌲㌲㌵㍥㈰㍣㌰㌲㌲㘳㍥㈰㍣㌰㌲㌹㘵㍥つち㍣㌰㌲㌲㘴㍥㈰㍣㌰㌲㌲㘵㍥㈰㍣㌰㌲㘳㌶㍥つち㍣㌰㌲㌲㘶㍥㈰㍣㌰㌲㌳㌱㍥㈰㍣㌰㌲㘳㌹㍥つち㍣㌰㌲㌳㌲㍥㈰㍣㌰㌲㌳㌷㍥㈰㍣㌰㌲㘴㌸㍥つち㍣㌰㌲㌳㌸㍥㈰㍣㌰㌲㌵㌸㍥㈰㍣㌰㌳㌰㌰㍥つち㍣㌰㌲㌵㌹㍥㈰㍣㌰㌲㌶㘱㍥㈰㍣㌰㌳㌲㌲㍥つち㍣㌰㌲㌶㘲㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌰㍥㈰㍣㌰㌳㌳㌹㍥つち㍣㌰㌲㌷㌱㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌱㍥㈰㍣㌰㌳㌵㌱㍥つち㍣㌰㌲㌷㌲㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌲㍥㈰㍣㌰㌳㌵㌷㍥つち㍣㌰㌲㌷㌳㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌳㍥㈰㍣㌰㌳㌶㌱㍥つち㍣㌰㌲㌷㌴㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌵㍥㈰㍣㌰㌳㌷㌴㍥つち㍣㌰㌲㌷㌶㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌶㍥㈰㍣㌰㌳㌷㘱㍥つち㍣㌰㌲㌷㌷㍥㈰㍣㌰㌲㌷㌷㍥㈰㍣㌰㌳㌷㘵㍥つち㍣㌰㌲㌷㌸㍥㈰㍣㌰㌲㌷㘵㍥㈰㍣㌰㌳㌸㌴㍥つち㍣㌰㌲㌷㘶㍥㈰㍣㌰㌲㌷㘶㍥㈰㍣㌰㌳㌸㘳㍥つち㍣㌰㌲㌸㌰㍥㈰㍣㌰㌲㌹㌳㍥㈰㍣㌰㌳㌸㘵㍥つち㍣㌰㌲㌹㌴㍥㈰㍣㌰㌲㘲㘶㍥㈰㍣㌰㌳㘱㌳㍥つち㍣㌰㌲㘳㌰㍥㈰㍣㌰㌲㘳㌰㍥㈰㍣㌰㌳㘴㌵㍥つち㍣㌰㌲㘳㌱㍥㈰㍣㌰㌲㘶㘶㍥㈰㍣㌰㌴㌰㌰㍥つち㍣㌰㌳㌰㌰㍥㈰㍣㌰㌳㌲㌰㍥㈰㍣㌰㌴㌳㘶㍥つち㍣㌰㌳㌲㌱㍥㈰㍣㌰㌳㌲㌲㍥㈰㍣㌰㌴㌷㌲㍥つち㍣㌰㌳㌲㌳㍥㈰㍣㌰㌳㌳㘵㍥㈰㍣㌰㌴㌸㘳㍥つち㍣㌰㌳㌳㘶㍥㈰㍣㌰㌳㌶㌳㍥㈰㍣㌰㌴㘱㘱㍥つち㍣㌰㌳㌶㌴㍥㈰㍣㌰㌳㌸㌹㍥㈰㍣㌰㌴㘴㌰㍥つち㍣㌰㌳㌸㘱㍥㈰㍣㌰㌳㌸㘲㍥㈰㍣㌰㌴㘶㌸㍥つち㍣㌰㌳㌸㘳㍥㈰㍣㌰㌳㘲㌱㍥㈰㍣㌰㌵㌳㌱㍥つち㍣㌰㌳㘲㌲㍥㈰㍣㌰㌳㘲㌶㍥㈰㍣㌰㌵㌵㘱㍥つち㍣㌰㌳㘲㌷㍥㈰㍣㌰㌳㘴㘴㍥㈰㍣㌰㌵㌶㌱㍥つち㍣㌰㌳㘴㘵㍥㈰㍣㌰㌳㘴㘶㍥㈰㍣㌰㌵㌸㌹㍥つち㍣㌰㌳㘵㌰㍥㈰㍣㌰㌳㘵㌹㍥㈰㍣㌰㌵㘲㌰㍥つち㍣㌰㌳㘵㘱㍥㈰㍣㌰㌳㘶㌳㍥㈰㍣㌰㌵㘲㘲㍥つち㍣㌰㌳㘶㌴㍥㈰㍣㌰㌳㘶㘶㍥㈰㍣㌰㌵㘴㌰㍥つち㍣㌰㌴㌰㌰㍥㈰㍣㌰㌴㌰㘵㍥㈰㍣㌰㌵㘴㘳㍥つち㍣㌰㌴㌰㘶㍥㈰㍣㌰㌴㌱㘳㍥㈰㍣㌰㌷㌰㌰㍥つち㍣㌰㌴㌱㘴㍥㈰㍣㌰㌴㌳㌹㍥㈰㍣㌰㌷㌱㌰㍥つち㍣㌰㌴㌳㘱㍥㈰㍣㌰㌴㌵㌴㍥㈰㍣㌰㌷㌳㌰㍥つち㍣㌰㌴㌵㌵㍥㈰㍣㌰㌴㌵㌶㍥㈰㍣㌰㌹㌰㌱㍥
	Рис. 2. Спектр поглощения кристалла КС1—02 , содержащий 2,43 • 1018 ионов 02 в см? кристалла. Штриховой линией обозначены разделенные контуры полос поглощения ОН и 02 -ионов. Р�〮〰‹⸶㐠㐰⸷㈠㔱㐮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㌰〰㤷〰㌷〰㌸〰㌶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊㄱ⸲㐠〮〰‰⸰〠㤮㘴‸㜮㜲‵ㄵ⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〲挰〱ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名〮㜷‰⸰〠〮〰‱㈮㐷‹㤮㐳‵ㄴ⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〳㔰〲㐰〳〲㜰〳㤰〲㠰〲㠾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名〮ㄵ‰⸰〠〮〰‱〮㜷‶㘮㜲‴㠳⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〲㐰〳ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名〮㠲‰⸰〠〮〰‱〮㐹‸㠮〰‴㠲⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〲㐰〲昰〲愰〳㈰〳㔰〲挰〳㜰〲戰〳〾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸸㈠〮〰‰⸰〠⸴㤠ㄶ〮㜲‴㠲⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〲㤰〳㈰〳㔾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名〮㘸‰⸰〠〮〰‹⸳㔠ㄸ㠮㜲‴㠳⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〳㘰〲㠰〳㜰〱〰〳㌰〳㈰〲挰〳〳㜾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ㄮ㌹‰⸰〠〮〰‱〮㐹′㔲⸲㠠㐸㈮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㌲〰㌳〰㌷〰㉣〰㌰〰㉣〰㍤〰㈴〰㌷〰㉣〰㌲〰㌱〰つ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸹〠〮〰‰⸰〠㤮㌵‱㜵⸰〠㐶㈮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㉣〰㔱〰㔷〰㔵〰㔲〰㐷〰㔸〰㐶〰㔷〰㑣〰㔲〰㔱㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸷㜠〮〰‰⸰〠⸷㜠㐰⸷㈠㐴〮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㈴㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㠴‰⸰〠〮〰‹⸰㜠㔳⸰〠㐴〮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㔱〰㐸〰㕡㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸹〠〮〰‰⸰〠⸴㤠㜶⸷㈠㐴〮㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㐴〰㑦〰㑡〰㔲〰㔵〰㑣〰㔷〰㑢〰㔰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸳㐠〮〰‰⸰〠㤮㌵‱㈶⸷㈠㐴〮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㐹〰㔲〰㔵㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸳㐠〮〰‰⸰〠⸴㤠ㄴ㔮㈸‴㌹⸲㜠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〵㘰〴㠰〵㜰〱〰〵㌰〵㈰〴挰〵〵㜾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名〮㠰‰⸰〠〮〰‱〮㐹‱㤰⸲㠠㐳㤮㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㔲〰㔳〰㔷〰㑣〰㔰〰㑣〰㕤〰㐴〰㔷〰㑣〰㔲〰㔱㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㜴‰⸰〠〮〰‹⸳㔠㈵㐮〰‴㐰⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〴挰〵㘾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸶〠〮〰‰⸰〠⸴㤠㈶㘮〰‴㌹⸲㜠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〵㌰〵㔰〴㠰〵㘰〴㠰〵〵㜰〴㠰〴㜰〱ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸰㐠〮〰‰⸰〠⸴㤠㌱㠮〰‴㌹⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〳㜰〴戰〴㠾⁔樍名ੑഊ1〳〲〳〲〲晦〲昳㸠呪ഊ䕔ഊ儍挀尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㐀㐀尀甀　　㈀攀Ā�﷿�������������������ꃎ䜇㡿ࢅ�����
	Рис. 3. Зависимость между концентрацией и интегральной интенсивностью поглощения центров 02 в кристалле КСI. Отдельными точками при одной величине интеграла отмечены отличающиеся больше предела ошибки величины CoJ-�㍣〰㉣〰㈰〴㈱〰㈰〰㍤〰㈰〰㌱〰㌵〰㉣〰㌸〰㈰〴㍣〴㍡〴㐴〰㕣〰㈰〴㍡〴㐰〴㌸〴㌲〴㌰〴㑦〰㈰〰㌲〰㈰㈰ㄴ㈰㈲〰㈰〴ㄴ〰㈰〰㍤〰㈰〰㌳〰㌲〰㌰〰㈰〴㍥〴㍣〰㉣〰㈰〴㈱〰㈰〰㍤〰㌱〰㌴〰㉣〰㌸〰㈰〴㍣〴㍡〴㐴〰㉥〰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌴〰㌲〰㌵〰㌴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㌹〰㌲〰㘵〰㌳〰㌸〰㌳〰㌹〰㌲〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌹〰㌲〰㘵〰㌳〰㌶〰㌳〰㌴〰㌲〰㌰〰㌳〰㌱〰㌳〰㌱〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌶〰㌳〰㌱〰㌳〰㌶〰㌲〰㘵〰㌳〰㌹〰㌳〰㌸〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌶〰㘴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㌳〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌷〰㌲〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㘳〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌴〰㌳〰㌹〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌶〰㌵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌳〰㌳〰㌰〰㌳〰㌳〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌶〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌴〰㌳〰㌰〰㌳〰㌳〰㌳〰㌰〰㌳〰㌱〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌹〰㌳〰㌰〰㌳〰㌳〰㌳〰㌰〰㌳〰㌱〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌶〰㌶〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌳〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌱〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌶〰㌵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌹〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌶〰㌳〰㘵〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌶〰㘱〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌴〰㌵〰㌵〰㌴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌵〰㌱〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌷〰㌱〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌴〰㌲〰㌵〰㌴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㌷〰㌲〰㘵〰㌳〰㌵〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌹〰㌲〰㘵〰㌳〰㌶〰㌳〰㌴〰㌲〰㌰〰㌳〰㌹〰㌳〰㌵〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌶〰㌳〰㌱〰㌳〰㌷〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌶〰㘴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㌳〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌷〰㌲〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㘳〰㌳〰㌰〰㌳〰㌲〰㌶〰㌶〰㌳〰㌳〰㌳〰㘵〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌶〰㘱〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌴〰㌵〰㌵〰㌴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌵〰㌱〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌷〰㌱〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌴〰㌲〰㌵〰㌴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㌹〰㌲〰㘵〰㌳〰㌸〰㌳〰㌷〰㌲〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㘵〰㌳〰㌰〰㌳〰㌰〰㌲〰㌰〰㌳〰㌹〰㌲〰㘵〰㌳〰㌶〰㌳〰㌴〰㌲〰㌰〰㌳〰㌱〰㌳〰㌰〰㌳〰㌶〰㌲〰㘵〰㌳〰㌷〰㌳〰㌲〰㌲〰㌰〰㌳〰㌶〰㌳〰㌱〰㌳〰㌷〰㌲〰㘵〰㌳〰㌹〰㌳〰㌸〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌶〰㘴〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㌳〰㌲〰㌰〰㌵〰㌴〰㌷〰㌲〰㌰〰㘴〰㌰〰㘱〰㌳〰㘳〰㌳〰㌰〰㌳〰
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