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ВЛОЖЕНИЕ П-СИСТЕМ В П-СИСТЕМЫ С МИНИМАЛЬНЫМ
ЧИСЛОМ ОБРАЗУЮЩИХ

В теории полугрупп известна теорема Эванса [ 1 ]: всякую конечную или счетную
полугруппу можно вложить в полугруппу с двумя образующими. Оказывается, что
всякую конечную или счетную /n-полугруппу можно вложить в m-полугруппу только
с одним образующим, причем соответствующую теорему (как и теорему Эванса)
можно получить как следствие из доказанной ниже гораздо более общей теоремы.

Пусть / произвольное непустое множество целых неотрицательных
чисел, 1ф {o}. Обозначим А = Aj, если на множестве А дано раз-
биение на непустые непересекающиеся подмножества А п,

пе /. Пусть
А п, п I, Q-алгебры (т. е. универсальные алгебры с областью опе-
рации Q). Обозначим через Qk совокупность всех /г-арных операций

СО
из Q, через 2 а г - (или через а х ..

.
ау со) результат применения операций

щ е Qft, k>o, к а х , ..., ak е Ап, через 0п элемент, отмеченный
вА п операцией v Q O .

Пусть всяким а\, ... ,am е Ап, b е Am , п<= I, те/=/\{o}, со-
поставлен элемент а х ... атЬ е А п . Непересекающееся объединение Aj
Q-алгебр А п называется Q-системой (или просто системой) [2 ], если
при любых Xi, ... , Xm, Ov 71 А п , yi, ..., yi, Щ, ..., Uh, z<= Ар
ке /, т, /е /, со е Qk, k>o, v е Qo, выполняются тождества

Частными случаями Q-систем являются полигоны (Q =O, 1 =

(О, 1}), полугруппы (Q ==■o, I— {!}) (в [3 ] m-полугруппы назы-
вались оперативами Менгера), кольца, полукольца, почтикольца (/ =

= {l}, Q = {-f-, —}), т-арные Q-кольцоиды [4 ] (/ = {иг}) .
Понятия подсистемы, гомоморфизмы, конгруэнции и т. д. определя-

ются для Q-систем естественным образом (см. [2 ]). Заметим, что если
т гомоморфизм Q-системы Aj в Q-систему Bj, то / / и А х

п В п

при любом п е /; соответственно, Qf| (А п у^Ат) = 0 при пфт для
всякой конгруэнции q Q-системы А Т. Система Wj называется свободной
(в классе всех Q-систем) над множеством образующих Х х, если для
всякой Q-системы Aj любое отображение т (ЙдД в , п I)
однозначно продолжимо до гомоморфизма Wj-+Aj. Цель настоящей
работы состоит в доказательстве следующей теоремы.
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Теорема. Пусть Q-система Ki имеет такое множество Xj образую-
щих, что Xj\X0 конечно или счетно. Тогда Ki можно вложить в Q-си-
стему Lj, множество образующих Yi которой такое, что У х содержит
не более двух элементов, а всякое Ут,

ту> 1, mеl, один элемент.
Доказательство. Пусть Q-система Wi свободна над множест-

-1 1вом Zj, где Zi= {zi , z2 j (если 1 е/; если Iф/,то Z x =‘o), Zm
{zm}, m> 1, те/ (Z 0 произвольное множество).
Обозначим U\=z\, и\+l =и\г'г , «”,=

= и™и™ .. . U™= U™Z m
.. . Z m

,
V™=U™ I Ji™ü™ ...и™== и™ „

u™zm
.. .zm ,

liit t t-f-Z 2 1 1 l-f-Z 2
(m> 1, me/, /=l, 2, ...), VO=ZO , Vn v ...}, n>0, /г e /, и
пусть Aj порожденная множеством Vi подсистема Q-системы Wi.
Так как А г над Vi свободна [2 ] и всякое V n ,

пД> 0, счетно, то Ki изо-
морфна факторсистеме Ai/q, где g некоторая конгруэнция системы
<4/. Поэтому достаточно показать, что если 0 минимальная содержа-
щая отношение g конгруэнция системы \Хщ, то при всех п е / справед-
ЛИБО

т. е. q продолжимо до конгруэнции системы Wj. Тогда искомым будет
вложение К-> WiJQ = L.

Доказательство равенства (1) состоит из ряда лемм и определе-
ний.

Пусть Хт произвольное множество. Сопоставим всяким пе /,

V<е По взаимно однозначно символ СП и определим индуктивно мно-
жества W n {X), п<=l, слов (над Xi) и вес h(w) всякого слова ш.
Положим, что при любом пе/ словами весом 1 из Wn {X) будут все
символы хеД, СП, и если слова wh ... , wm, v u ... ,Vu g Tft(l)

CD

уже определены, то выражения ... wmx, 2V{ будут при любых
xelm, те/, со е Q/ t, k> 0, словами из Wn {X), причем

СО
h{W\ ... wmx) = max h{Wi);-\- 1, /г (2 Vi) max h{Vi)A~ E Назовем слова

г i
со

вида W\ . .. штх произведениями, вида 2Vi суммами и обозначим
СО со

Gi(Wi .. . Wmx) = Wi, ei(ZVi)=Vi, e0 (W! .. . W mx) =X,£O (2 V{) = CO.
Далее определим индукцией no h{u) произведение W\...wmv слов

wu ..., wm <=Wn {X), v<=W m {X ) (пе/, me/). При иe X m произ-
ведение равняется* слову w x ... wm v, при и= 0™ положим w x ... wm 0V =

—О” Если h(v) >l, то при v= Vi ... üix положим W\ .. . wmv =

СО
=... wmvi).. ... wmvi)x, а при и=2Vi wx ... wmv =

Cö

=2 Wi ... wmVi. Определив на множествах lEn (Z)(ne/) естествен-
ным образом операции из Q, получим Q-систему Wj{X), свободную над
множеством X [ 2 ]. Так как свободная над данным множеством Q-си-
стема определяется с точностью до изоморфизма однозначно, то будем
считать, что Wj = Wj{Z), A = WI {V), т. е. всякое А п , пе /, состоит

из слов Ov, v lt\ 2 ai, ai ... amvT {ai <= A n , vT e Vm, m^l).
Определим индуктивно множества P n —\jP l

n , i=o, 1,2, /г e /, по-
линомов, а также ранг g(p) и область определения о{р ) каждого
полинома р. При любом пе / символ есть полином ранга 1,

* Под равенством слов понимается графическое равенство,
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ge P® , o(gn)=W„. Выражения вида Ш1 ... гот|т (здесь го* е Wn,

те/) являются полиномами ранга 2, гсд ... го т£™ е Р° ; ,

0(211»! ..
. гот£т) = Wm- Если р е Р п , g{p) =g, то выражения гр =

= а>! ’.. Wi-xpWi+j .. . готг, q 2 = wx... Wj-xpw j+i ... гой оо {wt е Wn ,

1 г т, те/, z е Zm, со е П й , k>o, 1 /г) являются поли-
номами ранга g+l, е Рп, о{ух) = о{у2 ) о{р). Значе-
ние р(го) полинома р в точке шео(р) определяется обычным обра-
зом. Известно [ 2 ], что при любых го, го'е W/ имеем гоoго' тогда и
только тогда, когда либо го = го', либо существует соединяющая слова
го, го' последовательность полиномов, т. е. существуют полиномы pi и
слова ai, а/, i—l, . .., г, такие, что

aiQa'i, а { , a'iEEa{pi)=o{pi)[\A I,

Пусть гоoго'. Если у\, ..., qr некоторая соединяющая слова го, го'
последовательность, для которой является наименьшим
(среди всех соединяющих слова го, го' последовательностей), то назо-
вем последовательность ух, . . . , уг для слов го, го' минимальной и обо-
значим max g{qi) q(to, го'). При го = го' положим р(го, го') =O.

Назовем последовательность полиномов рх, .. ~ р г однородной, если
{pi, ..., рг 0. Из определения полиномов ясно, что если
ре или /?еР„, и, а'еа(р), иди', то еo (р(и)).= е0 (р(а')),
Ei{p{a) )08г (р(а')) при всех I> 0, причем в случае реР„ слова р(а),
р(а') являются произведениями, а в случае реР“ суммами. По-

П 1 п2этому в соединяющей последовательности полиномы ре Рп и деР„
не могут стоять рядом и если р ь ..., рг соединяющая слова w,w'
однородная последовательность полиномов, то ео(ги) = Eo(w'),
B i(w)Sed{w') , причем д(е г-(ш), ei(w') ) < max g(Pj) при всех г> 0.

Будем понимать запись w=Wi ... wm v, Wi, ..., го то е следую-
щим образом: либо w= Wx ... wmv, го ь ...

, wm <= Wn ,
ü e Wm , либо

n= m, w= v. Обозначим

QИз определения ясно, что Ап^Вп, для всяких р е Р„, йеа(р)
имеем /7 (а) eö„ и если слово öе Р п произведение, eo(b) eZffl , то
b =Wi ... wmvt\ Wi, wm <=Wn, г>ГеУт. Так как всякое слово
го gDn представимо в виде го = р{а), а е Л/, и h{p{a )) = 1 только при
р еР, а=o™ (тогда р(а)=0”), то P n f| Zn = 0 при всех ле /.

Лемма 1. Ясли pi, рг соединяющая слова го, го' неодно-
родная последовательность полиномов, pi е Р*, t~p> o, то существует
слово bе Р п и однородная, соединяющая слова го, b последовательность
полиномов qx , ..., qs такая, что max g{qi) max g{pi) . Ясли Z=l,
8о(ш) е Zm, то ö можно представить в виде b =Wx ... wm v t

m
, Wi, ~.,

Wm e wi.
Доказательство. Пусть pi, ..., /?& e

p/,+i e Pn°, Pft+i (aft+i) =be5„ и можно взять qi = p {
,

i— 1, ..., k.
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w=pi{ai), pi{a'i)=p i+i{ai+i), i= 1,
..., r— 1, р,(а'г )=ш'. (3)

B'n={w\w =Wi...Wma, Wi, ..., аеЛ т},

D n ={w\w <=Wn , 3w'^Bn , го©го'}.
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При t=\, Pk ePn слово b pn{a'k) является произведением и ввиду
е0 (6) = ео(да) ясно, что ö = да*... датаГ, дан •••,

w Лемма
доказана.

Из леммы 1 следует, что при всяком даеД имеем либо да ей„,
либо существует b е и однородная последовательность полиномов,
соединяющая слова да, Ь. Так как всякое дач ... дата еЛ п является сум-
мой или произведением одновременно со словом ae.4 ffl иA r = Wj{ V),
то отсюда вытекают следующие две леммы.

Лемма 2. Если слово да еDn сумма, то ei (да) ей,, при всех г.
Лемма 3. Дели слово да е /),г произведение и ео(да) еД, то

существует /> 2 и слово w'<=Wn etidaw'=Wi...w mUt n
',

Wi, .... wm <=Wn такое, что ei (да) ©даI '.
Лемма 4. £сли слова да, да' е \ИП имеют вид

Доказательство. В случаях (4) и (5) откуда
да ф да'.

Случай (6). Предположим, что s>■ / При да> = да' было бы

где r=s / -)- 1, г> 1 ввиду s> t. При m= 1 (10) неверно, ибо

eO (aW) =za =#=2i =е 0(ш /1м!). При m> 1 из (9) и (10) следует
да! ... wm u™ =Wi... Wniü™, что по доказанному в случае (5) неверно.

Случай (7). Предположим w = w'. Ясно, что слово да' должно
быть произведением, значит, да'=да" ... да"о^? да", . . . , ®"еР, й ,

&е/, откуда ввиду бо(да)^2т, 8 0 (f'
/ .,.it)"^)eZ Jj

имеем k= т.
При m= 1 получим противоречие: е0 (да) =е (да м1 ) =z* =

= еo (да'Д*). При т>l

да= да!... wmzm
,

да'=да 2 , wif wm^Wn , 2ffl eZm, m> 1; (4)
да = да4 ... wmuT, да' =даi ,.. wmui , даl, ..., wm <= W 7n, те/, s> 1; (5)
да = да!... wmuT, w'=w\ ... w'muT , дан •••,

дат,
да'l, ..., да'т e

те/, s, />l, (6)
w=Wi...wmuT, w' =w\ ... w'm a, Wi, ...,

да т, да'l, ..., w'm e IУ®,
те/, s>l, ae4, (7)

то w Ф да'.

Ш1 .. . Cü m =Bi(M>j = ei(o/) =w\ ... w'mU™ i, (8)

дач ... üy™Mi
m
= =B2(ш') = да' 4 ... w'muT (при т>l). (9)

T_,_.т / г т т ,Из (8) получим W 1 .. . W mus - 2 =Ш 1 ...

да тЩ-2, да 1• • • Wm Us-3=W 1. . .
, ш

..

. w'mtlt-3 И Т.Д. ДО

Ш / / 77Т» / 1 /Л \

Wi .. . Wm lir =W 1.. .W mUi , (lUj

•• • wmK-i= e i(w)= ei( w') = w"• • • wy?+2 . (И)
• • • wy?=%№)=%№') =w"... wy™. (12)

При s—l = 1 из (11) и (12) следует w" ... да" um
— да"

...

да" um
J 1 m 2 1 m t+2 ’



что по доказанному в случае (6) невозможно. При 5 I>l из (11) сле-
дует w....w u™=bJw. .. .w. ит ) =&n (w" ..w" и™ )=w"...w"um

J 1 ml те S'—1 2 1 те t+2' 1 ml

и с помощью (12) получим w" .. w" um —w" .. .w" um
,

что по дока-V/J 1 m 2 1 m 1 ’

занному в случае (5) неверно. Лемма доказана.

Лемма 5. Если р{а) —W\ . . . тти™, w 1? .. . , wm <= W„, />■ 1,
a(=A T , to p=w\ .. . w'i-iqw'i+i. . . (2eZ m ).

Доказательство. Так как слово р{а) произведение, то
или реР 1 . Если р^Р°, то р(а) —w" .. w" a, w" ..., w" ,г- n г n г n ’ г \ / 1 т 1 ’ т п ’

но по лемме 4 (случай (7)) это невозможно. Следовательно, реР^
и ввиду е o {р{а)) eZffl р=w\ .. . o/i_i <7o/I+l ... w'mz. Лемма дока-
зана.

Лемма 6. Если слова w,w'<=Wn имеют вид (4) (7), то
{w, w') ф 0.

Доказательство. Предположим противное и выберем среди
всех пар слов (ш,ш')еo вида (4) (7) такую пару ш, w'

, для которой
q(o>, w') было бы наименьшим. Ввиду w ф w' соединяющие слова w,w'
последовательности полиномов существуют; выберем среди них некото-
рую минимальную последовательность р ь ...,

рг и пусть щ,
i = 1,

..., г, такие, что выполняются (2) и (3). Так как слово w =

= Р\{а{) произведение, то р^Р°п или р^Р\.
Случай (4). Если pi<=Pn, то ввиду е o(ш)е2т слово p i {a l ) = w

имеет вид w= w" ... ay" v™, следовательно, w'=e {w) =w" ... ш" и
что приводит этот случай к случаю (7).

Если pi^P n и последовательность р\, ..
~ рг не однородна, то по

лемме 1 существует слово b= w"

... w" u и соединяющая слова
JJI m t п

w, b однородная последовательность полиномов q ь .. .
, qu такая, что

max g{qi) g{pi). Тогда w&b, q(w, b) q(w,w') и w'
i i

e n (w)@eJb)=w"..w"u™ о(w' w" ... w" u™) <0 (w, b) . Следова-
/ 2 V/ 1 ш 2 ’ ’ 1 m2' 4 4 7

тельно, w" ...
w" u™Sw'Sb =w" .. w" v™ о (w" ... w" и™, w" .. w" v™)

’1 m 2 1 m t v 1 m 2 ’ 1 m t '

ш'), что приводит этот случай к случаю (7).

Если и последовательность р\, ... ,рг однородна, то
w'=w" ... w'^zmi w'=e^{w)@E o {w') =w'', q{w', w") <Cq{w, w'), но так

как w', w" имеют вид (4), то это противоречие.

В случаях (5) (7) по лемме 5. Если здесь последователь-
ность р\, .. ~ рг не однородна, то согласно лемме 1 существует слово
öeB?1 ,

wQb, такое, что q{w, b) q{w,w') , что приводит этот случай к
случаю (7) с однородной последовательностью. Поэтому в случаях
(5) (7) будем считать, что последовательность р\, .. ~ р г — однородна.
Так как слово w - произведение, то слово w' тоже произведение.
Поэтому в случае (5) можно предположить, что слова шь .. . , wm не
являются пустыми, а в случае (7) w'=w'i .. . w'm v™.

Случай (5). При m= 1 ввиду 1 имеем е0 (w) = z\p'=z\

= При m> 1 получаем ... wm zm &2(^)oB2(^’ /

) = w2 ,

q(wi ... wmzm
, w2 ) q {w, w'). Так как слова wj ... wmzm , w2 имеют

вид (4), то это противоречит выбору слов w,w'.
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Случай (6). Пусть s> t. Тогда W\ .. . wmMs~i = &\{w)Se\{w') =

=w' l ... w'm ur £_ l> wi. .. wmUi
l e2{w)@ez{w') —w\ .. . w'muT (если

m > 1) и

т~' j. 77T r r 7YIЕсли t —l >l, то слова W\... wmus-i, Wi...w mut-i имеют вид
(6), так что (13) противоречит выбору слов w, w'.

Пусть t — 1— 1. Если ms> 1, то из (13) и (14) ввиду
/ —1 = 1 следует q [w\ ... wm ti™i, Wi... Wmii™) <.q{w, w') . Так как
s—\ф-t— 1 = 1, to wi... wi... wmUi

l имеют вид (5), что
противоречит выбору слов w, w'.

Пусть m= 1 и // 1, ..., p'r некоторая минимальная соединяющая
слова Wilis—i, w'lii'i последовательность полиномов (по лемме 4
11 1WiU s-iФw'lUi). Так как s—l5 —1 > t —l = 1, то р { <=Р п по лемме 5.

Последовательность р' ь .. ~ р' г не может быть однородной, ибо
lill 1

£G (WiUs-i) =22фгl =го^\иl ). Поэтому существует слово avt^Bn
такое, что WiiilSavt, Q{wiUs-i, av\ ) w'). Так как слова

WiUs-i, avf имеют вид (7), то это противоречит выбору слов ш, w'.
Случай (7). Как отмечалось выше, здесь w'=w\ ... w'mV™.

1 1При т= 1 приходим к противоречию: eq{w) ■=Z2фгi =гo{w').
При m> 1 имеем Wi ... wm u™i =&i{w)@Ei{w') =w\ ... w'mUtl2,
Wi . . . W mUi

l =&l{w)<dEi{w') w'i . . . w'mU™ И

r T- ' / / 77T- г ш 711 / r* \Iак как Wi...w mUt+2, w ..w mu% имеют вид (6), то это противо-
речит выбору слов w, w' .

Пусть s—l5 —1 >• 1. При s — 1ф t -j- 2 неравенство (15) противоре-
чие. Поэтому предположим s \ = t -\- 2 = k.

т' m / / m m . m.Вели Wi. . .Wmtlk =w'i. . .W'mUh , TO W± . . . W mUk-i =£l . . . W mUk ) =
///m\,, m m . , m—ei(wl . . . W mUh )=W 1... w'muk-i, w1... wmuh - 2= w'i .. .

W'm Uh-2 ИT. Д.
m..mm_ , , m

ДО Wi .. . WmU-г =w 1.. .W mllo ,T. 6. Wi...Wm Ü2 offi) i.. .
Ш m(/2 ,

Ввиду (16) отсюда следует q ([w± ... wmu£, wt ... ®тиГ) <Q {w, w').
Так как слова Wi...wmii2 , wi...wmiii имеют вид (5), то это явля-
ется противоречием.

Пусть Wi...wmUk =/=w\ ... w'mUh и q\, .
.., qr некоторая мини-

мальная соединяющая их последовательность полиномов, где qi^Ph
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Q(ayi. . . W mtl™i, w'i .. . w'jnlh-l) <q(w, w'), (13)

q{Wi . . . W mUi
l

, w'i . . . w'm uD <q{W, w'). (14)

Q(wt .. .wm u™i, w'i... w'muT+z) <Q{w, w'), (15)

Q(Wi . . . WmuT, w'i... w'mU™) w') . (16)
При s —l 1 из (15) и (16) следует

/ / / 7УЬ г г 7П \
/

/\Q{Wi. . .w'mUt+2, Wi...w'm tl2 ) <q{W,w') .

Q{Wi...Wmtl™, w'i. . .W/

muT)<Q{W, W'). (17)
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по лемме 5. Если последовательность qx , .. ~ qr не однородна, то суще-
ствует слово b(= В п такое, что Wi ... wmuГ вЬ

, q {w x . . . шти™ , b)
, Wi...w'm Uh )Cq(W,W/

).

Так как слова .. . wmu™, b имеют вид (7), то это противоречит вы-
бору слов w, w'. Если последовательность qu .. . , qr однородна, то
т; 1 .. . W mUkl 1 =Bi(a>i .. . WmUk 1 )Sei{w'l .. . w'mU

™ )=W\
..

. w'mUh~i,
/ m / ‘ f Ш \ / t\ T-,q(Wi... wmUk-i, w i... w mUk-i) <C.q{w, w). Применяя для слов

m , , mWi... wmUh~i, w i... w mU-h-i точно такие же рассуждения, как для слов
т , / т

Wi. .. wmuk , w i ... w miik , после нескольких шагов приходим либо к
противоречию, либо к утверждению (17), откуда, как и выше, опять
следует противоречие. Лемма доказана.

Лемма 7. Если слово w<=Dn произведение, еo(®)е4, то
существует слово w'— w^ .. .wmuT, wu ..., w t> 2, такое, что
e x {w)Sw' и индекс t определяется однозначно, т. е. если
8 (W)@W" . . . W" Um

, ТО S t.1 4 ' 1 ms’

Доказательство. Первое утверждение доказано леммой 3, а
однозначность t следует из леммы 6. Лемма доказана.

Лемма 8. Если p{a)@Wi .,. wm u™, где а^А и zPi, ..., wm^Wn ,

t> 1, TO p = w\ .. .w'i-xqw'i+x ■ ■ .W'mzm eРп и ei(/?(a) )во>l ...

Доказательство. При р(а) =Wi ... wmti™ утверждение дока-
зано леммой 5. Поэтому предположим, что р х , ..

~ р г соединяющая
// \ тслова w =р[а), w=wi...wmut последовательность полиномов.

Обозначим рг+l =р, аг+х = а' г+ х =а. Если предположить, что после-
довательность рl, .. ~ pr+i не однородна, то существовало бы слово
Ь^В п такое, что w&b, но из леммы 6 (случай (7)) следует, что это
невозможно. Поэтому последовательность р х , ...

, рг+х должна быть
однородной и ei (/? (а)) =Bi (а/) 081 (г£Д ... wm uT) =wi ... wm u™i . Ввиду
pi{ai) =Wi.. .WmU-™ , />l, согласно лемме 5 имеем р х е Рп, откуда
р =pr+i е Рп • Лемма доказана.

Лемма 9. Если слово р{а), а<=А и произведение, &0 (р(а)) Zm

иег {р (а) ) gö„,, i=l, ..., пг, то p = Wi... Wi-iqwi+i ... wmzm е Рп .

Доказательство. Так как слово р{а) произведение, то
ре Рп пли р е Р п . Если предположить р е Р° п , то р{а) =w\ ... w'mVt\
значит, е±{р{а)) —Wi .. .WmUt+2. и ввиду ei (р (а) ) еDn существует
слово Ь^В п такое, что ... w'm Ut+ddb, но из леммы 6 (случай
(7)) следует, что это невозможно. Поэтому р е Р п, а так как
е Zm, то p W\ ... Wi-iqWi+x .. •, wmzm. Лемма доказана.

Определим при всех индуктивно отображение f : D n —>- А п .

0.1. Положим f(0v) =ov при всех пе /, vgQo.
Ввиду Zi f]Dj 0 этим отображение f для всех слов из Di весом 1

определено. Пусть w^Dn , h{w)=h, h> 1, и отображение f уже
определено для всех слов из Di весом -< h.

СО СО

0.2. При w=2 Wi положим /(ш) = Е/(ш г ).
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0.3. Если слово w произведение, е0 (ш) <= Zm, то согласно лемме 7
однозначно определен индекс t>• 2 такой, что ei(w)Qwi ... wmut

m Если
слово w'—e* ( w )** произведение, eo(t»')eZ m и ег(ш)е£)п 1

.
,

4 f (13)
при всех I— 1, ..., m, J

то положим f(w) =f(ei(w') ).../(ет (ш /

)) щ+2 . Если (18) не выполняет-
ся, то положим f(w)=Vt+2-

Лемма 10. Пусть w=w± .. .wma, wi, ..., e Wn, a^A m . Если
{и> ь ...

, wm} D n , то f{w) = f(Wi) .. . f(Wm)a, иначе f(w) =a.
Доказательство. Докажем утверждение индукцией по весу

h v {a) слова а над множеством V T . Пусть h v {a) = 1. При а= 0™ име-
ем w= 0” и по 0.1 f(w)= oп,0п , так что утверждение леммы выполня-

ется. При a v m
t слово w произведение и еДш) =Wi ... wmUt+z. Так

/ t-j-2 , \ чкак ег(вl (w))=Wi, то утверждение леммы следует непосредственно
из 0.3.

Пусть натуральное число h > 1, hv {a) = h и утверждение уже дока-
зано во всех случаях, когда hv {a) <; к.

со со
Если а= 2 cii, то w=2 W\ ... wmai и утверждение леммы следует

из определения 0.2, так как для слов wi .. . wmCLi по предположению ин-
дукции лемма уже доказана.

Если a = cii ... div\, то w={wi...wmdi)...{wi...wmdi)vl
t . Ввиду

k v{vt) 1 по предположению индукции f{w)=f{wl ...wm al )...f{wi ...

..
.wmdi)v t , а ввиду h v {di ) <C.hv {a) для слов W\ ... wmdi лемма уже

доказана. Отсюда ясно, что для слова w утверждение леммы выполня-
ется. Лемма доказана.

Лемма 11. Если р{а), p{d') eDn, ада', то f{р (a)) gf {р(а')) .

Доказательство. Применим индукцию по g(p). При р= 1п

по лемме 10 f{p{a)) = f{a) = ада' = f(a') = f(p{a')).
Если Р= W x ... Wmlm , ТО ПО Л6ММ6 10 при [W\, .. . , Wm} фDn

имеем f{p{a)) = ада' = f(p(a')), а при {w u ... , wm} sDn f{p{a)) =

= f(wi) ... f{wm )agf(w j) ... f{wm )a' = f{p{a')), так как ...
,

... , f{wm), a, a' ge Ai иq конгруэнция Q-системы Aj.
Если p= w i ... wi—\(]w i+\ ... Штпю, то ввиду p(a), p(a') eПп со-

гласно лемме 2 имеем шь ... , Wi-ь Шг+Ь ••• , a> m , </(a), t/(a') eön.
Так как по предположению индукции то утверждение
следует из определения 0.2 и факта, что q конгруэнция на Q-систе-
ме Ai.

Если р= Ш[ ...

■• . wm z, z<= Zm, то слова /?(а), р{а')
произведения. Из определения 0.3 ясно, что при i > 1 имеем f{p(a)) =

= f{p{a')). Предположим i = 1.
По лемме 7 существуют слова w'

... w' um
r , w" ... w" и™, такие,JJlmt ’ 1 m t

ЧТО

причем t', t" определяются однозначно. Поэтому t' =t" = t ввиду
Pi{a)epi{a').

** Здесь e* (w) =s l (w), e*+ l (w) =Bi(e| (ш)), t— 1,2, ... .

2 ENSV TA Toimetised F*M-4 1974

ei{p{a)) =pi {a)@w'i ...w'muy, 1
ei{p{a'))=pi{a')@w".. J
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Из (19) согласно лемме 8 следует р\ =ш п ... шц ...

. . . Wmzh и

Если г (1) >l, то ei {р (а)) =ef {р(а')) и по 0.3 f{р (a)) =f {р {а')).
При i(l).= l из (20) следует р2 = w2l ... w2m ... w2mz2,z 2 e Zm . Продолжая аналогичным образом, получаем, что либо
НР{а)) =f{p{a')), либо (если i{\) = i{2) =

... =i(t— 1) = 1) су-
ществует полином q такой, что щ(р (а)) =р(а), е* (р {a')) =q(а') .

Обозначим q{a) = с, q(a') = с'.
Если для слова с выполняется (18), то по лемме 9 q= С\ ...

•.. O-iPiO+i ... cmz. Тогда слово c' = q{a') тоже произведение и
еДс) =с j = еДс') при jф i, ег (с)= Pi(a)opi(a') Ei{c'). Отсюда
ясно, что для с' (18) тоже выполняется. Поэтому по 0.3

По предположению индукции f{q (a)) qf (q(а')) и так как q конгру-
энция Q-системы А т , то отсюда следует f{p{a))Sf\p{a')).

Аналогично, если для с' выполняется (18), то f{p(a))@f{p{a')).
Если же для с, с' условие (18) не выполняется, то по 0.3 имеем
f (р(а)) = vt~2=f{p{a')) . Лемма доказана.

Для доказательства равенства (1) достаточно показать, что при
любых a, из а@а' следует ара'. Пусть ри ...

, р г соединяю-
щая слова а, а' последовательность полиномов, а,-, а/, i— 1, ... ,г,
такие, что выполняются (2) и (3). Тогда Р\{а{) —a^Bn <=Dn и вви-
ду pi{ai)@pi{ai') = pi+ i{ai+ i) имеем /?Даг-) е D n , i= 1, ... ,г, так что
для всех слов рДа*), i = 1, ... , г, определено отображение f. Так как
f{pi{ai)) =a, f{pr {ar ')) = a', f{pi{cLi) )pf(рДя/)) и q транзитивна, то
ciQa'. Теорема доказана.

При Q=o, 0 /из доказанной теоремы вытекает
Следствие 1. Всякую конечную или счетную систему Менгера

Ат можно вложить в систему Менгера, которая при 1 е/ имеет ||/| +l,
а при 1 ф! —)/] образующих.***

При / = {m}, m > 0 получим
Следствие 2. Всякий m-арный Q-кольцоид с конечным или счет-

ным числом образующих можно при m > 1 вложить в m-арный Q-коль-
цоид с одним образующим, а при m= 1 с одним или двумя образую-
щими.

При I = {m}, m » 1, Q = 0 получим
Следствие 3. Всякую конечную или счетную ш-полугруппу

(m > 1) можно вложить в т-полугруппу с одним образующим.
При Q=o, / (1) получим теорему Эванса. Так как в полугруппу

с одним образующим можно вложить не всякую полугруппу, то ясно,
что в общем случае (при произвольных /, £Г) доказанную теорему улуч-
шить нельзя.

Доказанную теорему можно применить также для изучения пред-
ставимости [s ] универсальных алгебр. Пусть @=<G, Q> Q-ал-
гебра. Определим индуктивно регулярные производные операции ал-

*** |Л4 - мощность множества X.

ei (p (a) ) =ei {pi (a) ) @w\ ... wrm uT-1. (20)

f(P{a))==f{Ci)...f(Ci-l )f{q{a))f{Ci+t )...f{Cm)v™z,
fiPЮ )=f{Ci)...f(a- 1)f(q(a')) f{d+ l) ...f (Cm ) vt 2.



гебры @ : всякая <ogQ является регулярной производной операцией ал-
гебры @, и если со 1 , ..., со,п m-арные {т >- 0) регулярные производ-
ные операции, со Q m, то coi . . .сощ со также регулярная производная
операция алгебры @, действие которой определяется следующим образом:
a(coi ... сотоз) == (acoi) ... (амт)(о при любом а<= Gm

.

Будем говорить, что универсальная алгебра § = <СЯ, регу-
лярно представима в алгебре @ = <ZG, Qj>, если у алгебры © сущест-
вует такая совокупность Q регулярных производных операций, что $

можно вложить в алгебру <CG, Q>> (это понятие представляет собой
частный случай представимости универсальных алгебр, рассмотренной
в [s ])_. Легко проверить, что при Х0 =Я, Хт = I m , Y 0 =G, Ym = Q m,

m e /, из доказанной теоремы вытекает
Следствие 4. Пусть $ = ,<Я, такая универсальная ал-

гебра, что 2\2 0 конечно или счетно. Тогда существует универсальная
алгебра <G, в которой алгебра $ регулярно представима и
которая имеет не более двух унарных и одну m-арную операцию для
всякого т >■ 1.

ЛИТЕРАТУРА
1. Evans Т., Embedding theorems for multiplicative systems and projective geometria,

Proc. Amer. Math. Soc., 3, 614—620 (1952).
2. Хенно Я. А., Свободные Q-системы, Tp. Таллинск, политехи, ин-та, VII, № 345,

29—39 (1973).
3. Глус ки н Л. М., Суперпозиция многоместных функций, Publ. Math., 17, 349—378

(1970).
4. Хион Я. В., т-арные Q-кольцоиды, Сиб. матем. ж., 7, № 1, 174—194 (1967).
5. Реб аи е Ю. К-, О представлении универсальных алгебр в коммутативных полу-

группах, Сиб. матем. ж., 4, 678—883' (1966).
Таллинский политехнический Поступила в редакцию

институт 4/1 1 1 1974

/. HENNO
Q-SÜSTEEMIDE SISESTAMINE MINIMAALSE MOODUSTAJATE

HULGAGA Q-SÜSTEEMIDESSE

Tõestatakse, et kui Q-süsteemi К moodustajate hulga X = {Xn , ne /} alamhulk
U on lõplik või loenduv, siis К on sisestatav sellise moodustajate hulgaga Y

n> o
{Yn ,

nt=l) Q-süsteemi, et Tj sisaldab mitte rohkem kui kaht ja iga Ym,

üht elementi. Sellest teoreemist järeldub rida analoogilisi teoreeme, teiste hulgas ka
Evansi teoreem iga lõpliku või loenduva poolrühma sisestatavusest kahe moodustajaga
poolrühma.

J. HENNO
EMBEDDING Q-SYSTEMS INTO Q-SYSTEMS WITH A MINIMAL SET

OF GENERATORS
It is proved that if Q-system К has a set of generators X={X n ,

ne /} and
U X n is finite or countable, then К can be embedded into an Q-system with a set of

n> о
generators Y = {Yn, n 1} where Y\ consists of no more than two elements and
every Y m, m> 1, of one element. From that theorem follows Evans’ theorem about
the embeddability of every finite or countable semigroup into a semigroup with two
generators.
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