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С. УЛЬМ

о связи МЕЖДУ ПРИНЦИПОМ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ И НЕКОТОРЫМИ МЕТОДАМИ

ДЕКОМПОЗИЦИИ

В данной работе для решения некоторых классов задач нелинейного программи-
рования устанавливается связь между принципом прогнозирования взаимодействий [']

и методами декомпозиции, основанными соответственно на методах условного гра-
диента [ 2 ’ 3 ] и покомпонентного спуска [ 4 - s ]. Показывается, что специальный выбор
так наз. функций взаимодействия позволяет трактовать эти методы декомпозиции как
частные применения общего принципа координации. Доказываются некоторые общие
теоремы о координируемости в двухуровневых системах оптимизации.

1, Представим задачу нелинейного программирования в виде

т. е. Xi е Xi ; Xi = {хц, ... , Xi ni ) в общем векторы.
Отметим, что множества Xi обычно задаются следующим образом:

При наличии также ограничений типа

допустим, что они уже учтены в виде некоторых штрафов в целевой
функции f{x).

Разложим первоначальную задачу (I) (2) некоторым образом на
подзадачи

При фиксированном ai обозначим решение (не обязательно единст-
венное) i-и подзадачи (5) через х{ (а i) {i = 1, ...

, п).
Задача второго уровня (центра) состоит в нахождении таких коор-

А

динирующих входов ai, чтобы

Л A А

где x={Xi,..., хп ) решение задачи (1) (2).
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f{xu ...,xn )-*mm, (1)
a-el

где
Х=?Х*Х...Х*«. (2)

Xi= {Xi I hij(Xi) /= 1, ..., mi}. (3)

gk{x 1, ..., хп) (4)

fi{Xi, cti)->~ min (i =l, ... ,n). (5)
Х^хг

А А

Xi {ai) =Xi (t= 1, ...
, n), (6)
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Для осуществления процесса координации в ['] введены так наз.
функции взаимодействия Ki{x) {i = 1, , п) , связывающие подза-
дачи (5) с общей задачей (1) (2). Пусть {а,} =/(ДА) = Л,- (t =•

=l, ..., п). Для каждых ем можно вычислить значения /СДх(а)),
где х(а) = (хДаД, ... , хп {ап )) некоторый вектор решения под-
задач.

Будем говорить (ср. [*]), что при выбранных Д(х*, аД и /СДх)
а) к задаче (1) (2) применим принцип прогнозирования взаи-

модействий, если из предположения выполнения равенств

б) задача (1) (2) разрешима (или координируема) с
помощью принципа прогнозирования взаимодействий, если этот прин-
цип применим и существуют такие а,-, при которых равенства (7) вы-
полняются.

В [’] доказаны также некоторые общие теоремы, дающие достаточ-
ные условия для того, чтобы задача (1) (2) была координируемой с
помощью принципа прогнозирования взаимодействий.

2. Для получения более конкретных результатов рассмотрим слу-
чай, где

причем dim а г: = dinix*.
Задача второго уровня заключается теперь в прогнозировании х,

т. е. в нахождении такого а, чтобы

Теорема 1. Пусть
1° f(x) выпуклая дифференцируемая функция-,
2° fi(Xi, а) выпуклые дифференцируемые функции для каждого

а. е А";
3° Xi выпуклые замкнутые ограниченные множества ;

4° существует ае! такой, что

5° для каждого а еX, удовлетворяющего (12), справедливо соотно-
шение-.

* Отметим, что в формулах (12) и (13)
öcp (дер «5ф \

ÕXi \ дхц ’ ’ ÕXi.n , / . -

di= Ki {х(а)) (i=l, (7)
следует

х(а)=х; (8)

/С(х) =Ki{x) = ... =Кп{х) =х (9)
и

(x =ai= ... =ап = (а 1,
..., а п )аА=Х, (10)

а=х(а)=х. (И)

min (it (ai - a>’*)=(-ir(ai ’ ra) ’ ai ) ; (12)

Iь,ш(^-(а) ,^)=l(^г (а ).4. (13)
г=l x i^Xi г г=l



Тогда задача (1) (2) разрешима с помощью принципа прогнозиро-
вания взаимодействий.

Доказательство. Условия 1°—3° обеспечивают существование
А

х и хДа) для каждого а е X.
Пусть а = х(а), т. е. аг'=lхДа). Тогда на основании необходимых

и достаточных условий минимума (см., наир., [ 6 ]) для подзадач (5)
справедливо

или

, А

т. е. условия (12) имеют место. На основании условия 5° а = х(а) —)х,
поскольку условия минимума для задачи (1) (2) выполняются. Итак,
принцип прогнозирования взаимодействий применим. Поскольку на ос-
новании 4° существует а = х(а), то задача (1) (2) разрешима с по-
мощью принципа прогнозирования взаимодействий. Теорема доказана.

3. Из теоремы 1 следует, что выбор

всегда обусловливает выполнимость условия s°.
В этом случае подзадачи (5) выражаются в виде

Итак, для решения задачи (1) (2) получен метод декомпозиции,
основанный на методе условного градиента [ 2>3 ].

Пусть подзадачи выбраны в виде (15). Тогда справедлива следую-
щая

Теорема 2. Пусть
Г° f{x) выпуклая дифференцируемая функция ;

2 е Xi выпуклые замкнутые ограниченные множества.
Тогда для того, чтобы при выбранном ие! существовал х{а) такой,
что а х(а), необходимо и достаточно, чтобы а =’Х.

Доказательство. 1) Пусть при выбранном а существует х(а)
такой, что a = *(ct). Тогда на основании необходимых и достаточных
условий минимума для подзадач (15) имеет место

или

или

откуда следует, что а ='х, поскольку условия минимума для задачи
(1) (2) выполняются.
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min (-—-(Xi (a), a), x<) = (—-(Xi(a), a), x f (a) )
*i®& Xi 1

min (■^T (ai,a) ’ Xi ) == (&t <ai ' a) ’ a ‘)
X .Gl'АI Л l

~-( Х{ ,а)=-~{,а)==Рг{а) (i=±\,...,n) ' (14)

fi{Xi, a) = (Fi{a),Xi)-+ min (i= l, n). (15)
X i^xi

min {Fi{a),Xi) = (Fi{a),Xi(a))
Xi^Xi

min {Fi{a),Xi) = (/4(a), a ž )

n n
2J min (Fi(a),Xi)=JŠ(Ft (a),a*),
i— l x^X t i= l



(16)

откуда следует, что при каждом i справедливо

т. е. существует х{а) а. Действительно, если бы при некотором i
существовало Хг'ф а* такое, что (Л(а), Xi) < {Fi{ а), а*), то (16) не
выполнялось бы. Теорема доказана.

Проведем два следствия из теоремы 2.
Следствие 1. При допущениях теоремы 2 для каждого а ф х,

по крайней мере, при одном значении i справедливо неравенство

(17)

Следствие 2. При допущениях теоремы 2 задача (1) (2) разре-
шима с помощью принципа прогнозирования взаимодействий.

Замечание 1. Отметим, что условие 5° теоремы 1 выполняется
также всегда, если выбрать

(18)
Действительно, тогда

Этот случай здесь не анализируется, хотя это никаких трудностей не
представляет.

4. Для осуществления процесса координации (т. е. для нахожде-
ния оптимального а) при выборе подзадач в виде (15) можно исполь-
зовать итерационный метод (так наз. метод условного градиента)

(19)

где eh некоторые положительные числа; x(a(/i)) некоторый вектор
решения подзадач (15) при a = а( Ч Сходимость метода (19) при
различных выборах ед изучалась многими авторами (см., напр., [ 6 > 7 j).

На основании теоремы 2 решение выпуклой задачи (1) (2) сво-
дится к нахождению такого а, чтобы а=,х(а) при некотором х(а).
Если вектор х{а) при каждом а единственный, то вопрос сводится к
решению системы уравнений

При этом для решения (20) можно использовать, кроме (19), и другие
итерационные методы.

Отметим, что х(а), например, единственный вектор, если множе-
ства Xi дополнительно еще строго выпуклые и Ft (а) Ф 0 для каждого
aeX (t = 1, ... , п) (см. [ 6 ]).

Нетрудно показать, что из единственности х(а) и непрерывности
grad f(a) =\F{ а) следует непрерывность х(а).
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л.

2) Пусть а = х. Тогда

n 71

2 min (Fi(a),Xi)=2i(Fi{a),ai ),
2=1 X i^Xi 2=l

min (Fi{a),x i ) = (Fi{a),a i )

min (Fi{a), Xi) < (/4 (a) , a ž ) .
x^X t

fi{Xi,a)=f{a\ al~\ x {, ai+l
, an )

(ai ’ o)=it<ai ai"‘- ai ’ a<+1 ’ a" )= ’žr(a) '

a(ft+l) ) =a(fe)+e/i(x(a(ft) ) —ct(fe) ) (£ = 0, !,-••)

a=x(a). (20)



Действительно, допустим, что х(а) не является непрерывным. Тогда
существует последовательность {а п} такая, что а п cto, но х(ап ) -н>-

->*(а) ф л:(а0 ). Из непрерывности F (а) следует

что противоречит единственности х(а).
Очень важный, но сложный вопрос о дифференцируемости х(а)

здесь не рассматривается.
Если х(а) не является единственным вектором, то можно исполь-

зовать следующий прием (см. [B ]). Пусть

Определим оператор <р(а) из X в X с помощью условия
||а ф(а) || min ||а —х(а)||. (22)

Легко видеть, что при сделанных предположениях оператор ф(а) явля-
ется единственным. Итак, для координации вместо (20) можно решить
систему уравнений

В [B ] построен и теоретически исследован ряд итерационных методов
типа (19) для решения задачи (23).

5. Принцип прогнозирования взаимодействий может быть обобщен,
если вместо условия координации вида (7) рассматривать более общее
условие [Д. В качестве примера приведем метод декомпозиции, осно-
ванный на методе покомпонентного спуска [4б ].

Пусть задача нелинейного программирования представлена в виде

где
(25)

Допустим, что
а) f(x) строго выпуклая дифференцируемая функция;
б) Х{ выпуклые замкнутые ограниченные множества;
в) для каждого фиксированного хп еХп справедливо

При этих предположениях:
_

А А А

а) существует единственная точка минимума x=(xi, ..., хп );
' ЧШг.?;,;, .А.

б) метод покомпонентного спуска сходится к х (см., напр., [ 9 ]);

в) минимизацию по переменным Х\, ...
, xn-i для каждого фиксирован-

ного хп еХп можно выполнить независимо и одновременно,
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{F{an ),x{an ) )^(/r (a 0),x(a)).
Для каждого n имеет место

{F(an),x{an))^iF{an ),x) (xel),
следовательно,

(F(an),*(a n )) (F(a n ) , x(ao)).
В пределе получим

(/Дао), х(а)) (/Дао) , х(а0)),

Sa— {x{a)\{F(a) , x{a)) =min (F(a), л:)} . (21)
xeX

а= ф(а). (23)

f (х) =F (ф! (Xi, Хп) , ..., Фп~l [Хп-U Хп) ,фп (Хп) )-кпin, (24)
•. же!

X=Xl 'X ••

• T. e. Xi<=Xi.

min Дх) =/Дгшп фДхl, хп ), min cp n ~i(xn_i, xn ), cpn (x n )). (26)
яп — i

xn-l



Для решения задачи (24) (25) получаем следующую схему вы-
числений на двух уровнях:
1) выбирается начальное приближение
2) если приближение х< ft ) построено, то следующее приближение

(k =,O, 1, ...) строится по правилам:
а) подсистемы первого уровня решают задачи

(27)

решения которых обозначим через Дй+l)
;

б) второй уровень (центр) решает задачу

(28)

решение которой обозначим через x^+i) .

С точки зрения принципа прогнозирования взаимодействий этот ме-
тод можно трактовать следующим образом.
Координирующие входы:

Функции взаимодействия:

Подзадачи первого уровня:
а) fi{Xi, ai) =фг(Яг, а)->- min , решения подзадач обозначим через

Здесь n-я подзадача фиктивна, так как ее решение всегда а.
Вместо условия координации вида (7) здесь можно использовать

А
более общее условие (а выбранный вторым уровнем координирующий
вход)

При выполнении условия (31) легко видеть, что

Отметим, наконец, что связь принципа прогнозирования взаимодейст-
вий с некоторыми другими методами декомпозиции рассматривалась
также в [ lo ].
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yi{Xi,Xn ] min (i =l, ..., n —1),
x i^Xi

С / / (k+l) , . (fe+l) ч , \ \F{cpi(xi ,xn ), q)n , Xn), <Pn(JCft))->- mm

a =ai= ... =a =Xn . (29)
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Д'г (a) {i = 1, ... , n- 1);

6) fn {xn , an ) =fn{xn , a) =\\xn min , решение xn (a) =a.
*neX n
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аеЛ'ц

А А А А А,
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5. ULM

KOOSTÖÖ ENNUSTAMISE PRINTSIIBI JA MÕNEDE DEKOMPOSITSIOONI-
MEETODITE VAHELISEST SEOSEST

Esitatakse seos koostöö ennustamise printsiibi ['] ja mittelineaarse planeerimise
mõnede dekompositsioonimeetodite vahel, millised põhinevad vastavalt tinglikul gradiendi-
meetodil [ 2 ’3 ] ja komponentide järgi minimiseerimise meetodil [ 4 - s ]. Näidatakse, et
nn. koostööfunktsioonide spetsiaalsel valikul võib neid dekompositsioonimeetodeid vaa-
delda mainitud üldise printsiibi konkreetsete rakendustena. Tõestatakse mõned üldised
teoreemid, mis käsitlevad koordineeruvust kahenivoolistes süsteemides.

S. ULM

ON THE CONNECTION BETWEEN THE INTERACTION PREDICTION
PRINCIPLE AND SOME DECOMPOSITION METHODS

A connection between the interaction prediction principle [‘] and the decomposition
methods of mathematical programming, based on conditional gradient and coordinate-
wise descent methods [ 2 ~s ], is established. It is showm that these decomposition methods
may be interpreted by special choices of interaction functions as concrete applications
of the general principles mentioned. Some general theorems on the coordination in two-
level systems are proved.
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	Рис. 3. Зависимость амплитуды сигнала от параметра К для различных размеров частиц.�遄訆뒸遄訆ꂸ遄訆貸遄訆粸遄訆沸遄訆ﭴ�墸遄訆䒸遄訆咂遄訆����9ข耔��������������✀���豉萆܀���鳚Ȁ���ꁠ嘈���䡮㴺���ှ���孀���鱀���텀������뽂������䑈�����������������������������������������������������������������������䡧���썩���獮���乯���ꥰ���뙲���걷������穾���墀���ꎅ���䶇������醎������캕�����遄訆������������������������������������������������������遉ᴒ��僼ం偖䴑䨈Ȁ��쒿���������������ﬡ뗈츑귥ªD眽제堀�颮䘒����������������Ā�����������������������������篹���苹���������
	Рис. 4. Спектр допплеровского сигнала от смеси частиц размерами 100 (f = = 1,23 Мгц) и 5 мк {f= 1,55 Мгц) при К = = 0,8 мк~>.�Ȁ̀錃␄Ā蘀ഀ̀ꌃ␄Ā䠀̀⬄␄Ā吀ጀ䌀甄瀀漀氀礀昀攀 琀　㈀㈀　 Ⰰ　㈀㌀　 Ⰰ　㈀㔀　䘀 攀爀 攀漀匀琀昀愀眀攀爀䘀 甀漀搀渀琀愀漀椀⸀渀潃�敬祰㈠瑦ⰲ〰〰㈠㈠ⰳ‵〰敥牆景匠牡睴潆慤湵湯楴䘀.攀爀匀攀渀愀�猀敥牆獮慓M�deui䴀m畩摥䘀m渀漀䘀琀爀漀攀最 　⸀㨀 䘀 攀爀 攀愀匀猀渀㨀 㘀 ⴀⴀ㈀　㈀㔀　潆�潆瑮杲‰⸱牆›匠敥湡ⴶ›㈭㈱5〰爀䘀攀攀匀 渀愀�猀敥牆湡匠嘀s爀攀椀猀渀漀␀ 攀刀椀瘀椀猀渀漀 㨀⸀㘀␀ � 獲敖潩癥判潩獩ㄠ㩮‱㘮�․rFeeaSsn敲䘀湡卥吀s攀栀甀 攀猀漀  昀栀琀猀椀昀 渀漀 琀猀椀最 愀爀琀渀搀攀猀 戀甀攀樀琀挀琀  漀一䜀 唀攀䜀攀渀愀爀 氀甀倀氀戀挀椀䰀 挀椀渀攀攀猀�⸀桔獵琠景楨瑮潦椠湡牧整橢畳⁴捥䜠潴䜠啎牥湥倠污楬扵楌獮散�thpt/:w/wwg.uno.grc/polyfe/tpg.lthlm瑴栀⼯㩰睷湧⽧牯祰潣瑦敬汰术浴栮吀l攀栀焀 椀甀欀挀戀 漀爀渀眀昀 砀漀樀 洀甀猀瀀漀 攀瘀 爀栀琀 攀愀氀礀稀搀 最漀�⸀桔捩畱牢睯⁸潦灭番癯琠牥氠敨⁹穡潤n�vadaonD�voloejanj  epuroba a vksaludz l cineocG UNG nerelaP buil ciLecsn.eh�tt:p//ww.wng.uro/gocypeltfg/lph.mtĀle`ir fobz  aavojs ep tukah lodšm
	Рнс. 5. Спектр сигнала от смеси при /С = 1,6 мк~1.�㈀　㤀㠀㜀ⴀ　㔀开䌀氀愀猀猀攀猀尀圀漀眀㘀㐀㌀㈀一漀搀攀尀䤀渀琀攀爀昀愀挀攀尀笀䈀䈀㔀㘀㔀䄀㐀䐀ⴀ㘀㜀㐀㠀ⴀ㐀㌀䔀㜀ⴀ䄀㘀䐀　ⴀ䐀　䘀䈀㘀㤀䘀䘀䄀㤀㠀䐀紀尀倀爀漀砀礀匀琀甀戀䌀氀猀椀搀㌀㈀��奥갽奥2奥奥䠲奥氲奥進奥됲奥�ﰲ奥″奥䐳奥栳奥谳奥뀳奥퐳奥奥ᰴ奥䀴奥퀽奥搴奥蠴奥갴奥퀴奥奥ᠵ奥㰵奥怵奥萵奥꠵奥찵奥奥ᐶ奥㠶奥尶奥耶奥ꐶ奥젶奥奥့奥堷奥簷奥ꀷ奥쐷奥奥స奥〸奥吸奥砸奥鰸奥쀸奥奥࠹奥ⰹ奥倹奥琹奥頹奥밹奥奥к奥⠺奥䰺奥瀺奥鐺奥렺奥㐷奥�奥;奥奥䠻奥氻奥逻奥됻奥�ﰻ奥‼奥
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