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И. КЕЙС

О ПРОДОЛЖАЕМОСТИ И ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЙ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В работе доказан ряд теорем о неограниченной продолжаемости и устойчивости
по Лагранжу всех или части решений некоторых конечномерных динамических систем.
Полученные условия являются достаточными и определяются либо свойствами общего-
частного) инварианта рассматриваемой системы, либо характером решений диффе-

ренциального неравенства, соответствующего динамической системе. Результаты иллю-
стрируются на примерах систем Гамильтона, Релея и конечномерных гиростлтических
систем, причем для исследования последних используется полученное в работе обоб-
щение инварианта Якоби.

I. Постановка и метод решения. Рассмотрим конечномерную дина-
мическую систему

x=X{t, х), хееЯ п (1)
где вектор-функция X определена и конечна в каждой точке :

(Uil <с» и такова, что через р°еП проходит хотя бы одна интегральная
линия x=r-fp(t,p°) решение Коши, иначе говоря, для всякого

<С оо найдутся т (р°) и такие, что ф(2г °, р°) =х°, ф=
=X{t, ф(0); цф (t)<=D для всех o<т(р°)>2£ — t°. Предположим, что
функция H{t,x) конечна на множестве и непрерывна «вдоль ре-
шений» системы (1), т. е. S[t] =H[t,q{t, р°) ] непрерывна по t для всех

0, р°(=М. Примем, что H{t,x) имеет непрерывную производную
dS/dt вдоль решений, равную limr'l—Н(р°) -\-H[f-\-x, ф(/°+т, рo ]},.

тн>-0
причем на М конечна функция G={dH/dt, дН/дх) ’, т. е.
s^iV(p0 ) <оо, Преобразуя выражение в фигурной скобке к виду

ф] х°+т*°]+Яр+т, х° + тХ°]—Н{р°) (Х° = Х(р°),
ф— р°) ) и применяя формулу Лагранжа по каждому аргументу
для первой разности, получаем оценку

\Н[Р+х,у] 2\щ x°h xX°h\+\x-o{x)\. ■k=i

Из нее следует, что на М верна формула
dS/dt=limг 1 [Я (p°+tF0 j— Я(р°) ] = (F°, VH), (2)

t->0
где F°=(l,^0 )’, VH=G°= {dH/dt0 , дН/дх°)’ и скалярное произведение
в (2) непрерывно [

]

].

Теорема 1. Пусть H{t,x) конечна и непрерывна в D вдоль реше-
ний (1) и является в той же области общим инвариантом системы. Если
|Я (t, х) [—>-оо при ||х||—>-оо равномерно по t из любого X-полуинтервала
[у°, Т) ; -]-<х>, то все решения системы (1) с граничными
условиями р°еЯ неограниченно продолжаемы.
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Доказательство проведем методом от противного. Если най-
дутся р°,Т такие, что Hqp (?, р°) || при t-+T ,то для любого
А’l>o найдется e{N) такое, что для t<=[T e{N),T) выполняется нера-
венство ||ф(А р°) (I Рассмотрим непрерывную функцию s[f] =
~ И (t, <р( t, р°) ) при tе=[Т е(г°). Г), где r° N число, для которого
ввиду условия равномерности при IWI справедливы нера-
венства \H{t,x) \ |Я(р°)|. Но это противоречит определению инва-
рианта, ибо Н [t, х) =Н(р°) . Теорема доказана.

Следствие. Если inf \H{t,x) |— >-оо при ЦяЦ ->оо, то все реше-
-os£Ц <оо

ния системы (1) неограниченно продолжаемы в D.
Заметим, что условие \H{t,x)\->oo при ||х|| ->-оо для всех яв-

ляется необходимым для продолжаемости всех решений с Рас-
смотрим, например, систему, для которой оно выполнено при всех О,

:(Т t)dx=xdt и которая имеет инвариант Н—х{Т —t ), опреде-
ленный даже в единственной особой (седловой) точке. Ясно, что все
решения этой системы с граничными условиями вне оси х°=0 и слева
от оси t°=T имеют конечное время определения, причем условие
\Н {t, х) I —>-оо при ||л:||->оо выполняется всюду в D, кроме точки t=T.

где // =O. Этот пример обнаруживает также, что условие \\X{t, х°) ii^O
не является необходимым для существования гладкого общего инва-
рианта в окрестности х°, чем пользуются при исследовании устойчивости
движения методом связки инвариантов Н. Г. Четаева.

Рассмотрим условие продолжаемости переменных у системы

y Y{t, у, z) , z—Z {t, у, z)
, (3)

которая имеет свойства системы (1) в области D r : где
Q’ дополнение ограниченного множества z/eQ, и обладает в D’ не-
прерывным общим инвариантом U{t,y,z).

Теорема 2. Пусть для всяких найдется непрерывная
■функция W{t,y) такая, что на

причем \V{t, у) | ->оо при \\у\\ -voo равномерно для любого конеч-
ного по t Я- полуинтервала [t°,T). Тогда решения y[t,y°,z°] неограни-
ченно продолжаемы.

Доказательство. Предположив противное, рассмотрим решение
y*{t,y°,z°) с конечным временем определения Т t°, для которого вели-
чина \\у* (/) j] —коо при t-+T. Поскольку diam то найдется t 1
такое, что при В силу условия равномерности выбе-
рем г° так, чтобы \V{t, у) |;> \U[t\ у* (Т) ,

г* (Р) ]| при||г/|| г° и
СТ. По свойству у* (t) найдется такое, что \\y*{t)\\ г° для всех

Но 'тогда \V{№,y*{№))\ = \U{№, y*{t2)
,

\V{№, у* (f( 2))) | >
> \U[t{1\ у* (tl ), z*{№)\ = I U(H2\y*{№), z* (t2 ) j в силу определения инва-
рианта, что противоречит свойству функции W. Теорема доказана.

Следствие 1. Если {г} ограничено и замкнуто в Дт(п>-т=

= dim2), то для всех t,y<=D найдется W*{t,y) такая, что верны соот-
ношения \V*{t,y)\ = \U{t,y,w*)\ = Если

Z

V*{t,y) удовлетворяет условиям теоремы 2, то решения системы (3)
неограниченно продолжаемы.

Следствие 2. Пусть \U{t,y,z)\ как функция от z ограничена снизу
для всех кроме тою, |inf U{t, у, z)\ ->оо при \\у\\ ->оо равно-

Z

мерно на любохм тогда решения y{t) неограниченно продол-
жаемы.
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Теорема 3. Пусть P{t,x)=0 частный инвариант системы (1)
на пересечении D"t=D f| со : Р{р*) =O, причем Р непрерывна вдоль реше-
ний в D", a P{t,x{t,p*))=P{p*) для всех
определению. Тогда, если в D определима ( конечная ) функция Т(х)
такая, что Р{Т{х),х)= 0, то достаточные условия продолжаемости ре-
шений системы (1) выражаются утверждениями: если \\х\\ оо, ТО
\Т(х) I —>-оо.

Доказательство. Рассмотрим множество {х*}. Возможно одно
из дв>х: оо предельная точка {х*}, оо не является таковой. В пер-
вом случае найдется s-последовательность ||x* ns |( п-+ оо. Рассмот-
рим соответствующую ей последовательность |f*ns| при л->оо. Если
inf [HmJ/*ns|] = оо, то решения с начальными условиями р* неограни-

ченно продолжаемы. Во втором случае все решения неограниченно про-
должаемы, так как \\x{t, р*] !| Аоо для Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть H{t,x) общий инвариант системы (1), опре-
деленный на D' : xgQ’ (й’ дополнение ограниченного множе-
ства й) и непрерывный вдоль решений в D\ Если \H{t, х) j —>-оо при
Ijjrll ->оо равномерно на то все решения системы (1) ограничены ,

Доказательство. На основании теоремы 3 решения неограни-
ченно продолжаемы. Предположим противное: \\x{t,p°)\\ неограни-
ченная функция t; тогда найдется последовательность tn —-[- оо, на кото-
рой \\x{tn,p°) il ->оо. Рассмотрим функцию S[t] \H{t,x{t,p°))\ на tn,

С одной стороны, S[in ] H{p0 )=Sr °

t с другой, согласно условиям
теоремы 4 s[/п ]->оо при tn-+ оо, что приводит к противоречию. Теорема
доказана.

Замечание. Если траектории (1) входят в й, покидая D\ то эти
куски неограниченной траектории не нарушают доказательства от про-
тивного.

Следствие. Если вD' выполняется условие h (х) = inf jН ( t ,
х) ;->оо

при ||х|| —>-оо, то все решения ограничены, когда h непрерывна.
Теорема 5. Пусть P(t,x)=0 частный инвариант системы,

определенный вП* =М0 где 0, М х {х)\М, diamM=7C,
К<Соо. Предположим, что S{t, рo*) =Р(ф(/, /0*), <р (t,p o*)) непрерывна
по t для П Q : Pip*) =O, где множество Q неограничено по х*.
Если \P{t, х*)[->-оо при х*<=С, 0 равномерно на К-интер-
воле, то решения x{t,p*) неограниченно продолжаемы, а если при
||х*||->оо \P{t, х*) равномерно на 0, то решения системы (I)
ограничены.

Доказательство. Пусть существует решение x*{t,p*) с конеч-
ным временем определения Т — l°. В силу существует
г°Ш|Я) такое, что \Р для всех t<=[t°,T), если
Выберем Р для x*{t) так, чтобы ||x*{t, для всех t из интервала
[Р,Т), a N>P {to*,xo*) . Это приводит к противоречию: S{t,p0*) >

J=S {t, ро*) =O, так как s[/] непрерывная.
Если предполагать ограниченность Q по х, то получаем как устой-

чивость по Лагранжу всех решений, стартующих из так и неогра-
ниченную их продолжаемость. Покажем, что все решения из С устой-
чивы по Лагранжу при выполнении условий теоремы 5. Допустим про-
тивное. Поскольку при I|х||->оо |Р(г,х)|->оо, то для любых £>o,
найдется R{E,t) для которого \P{t, х*)\>Е. Пусть найдется Е°
такое, что Sup ß{E°,t) (такое Е° обязательно существует при

*s* о
условиях теоремы 5), Для неограниченного решения найдется момент Р,
при котором \\х*{Р,рo*)\\Ж и, следовательно, \Р{Р, х* (г 1

, ро*)) I>Е°>-0,
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где ** (t\ ро*) eC, что противоречит определению частного инварианта.
Значит все решения системы (1) с начальными условиями из С устой-
чивы по Лагранжу. Теорема доказана.

Заметим, что аналогичным образом доказывается Лагранжева
устойчивость в случае общего инварианта для решений с началом на
множестве Н (t,x) —h, где параметр h таков, что существует
sup R{h-\-e, t) B>o.

о
Подчеркнем, что условие sup R{E, t) «слабее» условия рав-

х'з* о
номерности по \F{t, х)]->-оо при причем в случае частного
инварианта в доказательстве используется только «параметрическая»
равномерность существование параметра ir o :>o.

Отметим, что если х°) решение одномерной системы (1) имеет
конечное время определения Т — l°, то найдется последовательность

такая, что и*. *°)|х^х, ; функция ф(/, х°) определена при tе
<=[/°, Т). Допустим, что она ограничена на этом полуинтервале, т. е.

o <°o. Рассмотрим любую последовательность tn-*-T и вели-
чину [ф(/гг+т) —ф(£г)|=фпт. По формуле ЛагрЭНЖЗ ИМ66М ОПСНКу
snm^Eo {tn+m — tn). ПОСКОЛЬКУ Ит ( tn+m tn) =0; П, Ш-+OO, ТО ЗЗКЛЮ-
чаем, что ф (tn ) фундаментальная последовательность в полном про-
странстве R l

,
сходящаяся к ф*<о°. Последнее противоречит тому, что

lim Iф(^,х°)(= оо. Обратное неверно, т. е. может оказаться, что при
t-*T
t->T |ф! -voo, но решение сходится: ф(/, х°)-мр* при t-+T. Для решения
n-мерной системы (1) с конечным временем определения найдется по-

следовательность tn~+T, На КОТОРОЙ Цф X0) 11 —>-оо.
Рассмотрим лагранжеву устойчивость по части переменных при ис-

пользовании свойств [2 ] дифференциальных неравенств.
Теорема 6. Пусть V{t,y,z) определена вместе с dV/dp{p= {t, х)')

на M=M OX.Ni 'XN2 и непрерывно дифференцируема вдоль каждого ре-
шения x{t,p°), которое существует для всякого где М0 : О,
Л' ? : {z}, Ni= {y})iVo, diarn N 0=nG Тогда в силу уравнений (3) и
формулы (2) непрерывная вдоль решений в М функция V имеет произ-
водную U{t,x). Если свойства системы (3) на М такие, что

(4)
и нет ни одного неограниченного решения у дифференциального нера-
венства

(5)
причем

\V{t,y,z) j->oo при Цг/||->-оо равномерно на М O'ХМ2, (6)
то система устойчива по части переменных у в смысле Лагранжа.

Доказательство. Предположим противное: для любого
0 найдется где Rk>n o такое, чтО ( \\y{tk , p°)ii>

>Rk {Eh), на котором выполняется неравенство |У(Д, у (tk, р°) г
z(ik , p°)\>Ek . Поэтому \V{th,yh{ih,p°), z{tk ,p°) при tk {Ek)-+ 00.
Тогда ü[/]= V{t,y{t,p°), z{t,p0 )) неограниченное решение неравен-
ства (5), которого по условию не существует.

� Здесь и всюду далее принято, что либо решения 2-продолжаемы, либо все
функции заданы в 2 со.



В доказательстве используется следующий постулат «гладкого про-
должения» вдоль решений системы (3): предполагается, что на множе-
стве M°=MO X^iX r̂ o определима непрерывно дифференцируемая вдоль

решений (3) в М° функция Vo{t,x) и ее производная Vo {t,x), значения
которых совпадают со значениями V{t,x), U{t,x ) для всех точек гра-
ницы М.

Потребовав в (5) отсутствие решений с конечным временем опреде-
ления, а в (6) равномерность по М о*oМ2, где М0

* любой конечный
отрезок в Mq, получим достаточные условия продолжаемости решений
y{t,p).

В качестве примера теоремы 6 рассмотрим обобщение теорем [3 ]

о продолжаемости решений в пространстве R n
.

Теорема 7. Пусть в области D ; 0, Цх|| < оо, х = (у, z) ’, dim у—-

-1) вектор-функция Y системы (3) удовлетворяет условию

11У1К/МР, (7)
где R—R{t,z)^ o, Ос W=W{r), г=\\у\\ скалярные функции ,

2) функционал
I(r,rO) = JW-HŠ)dl (8)

г°
существует при
3) причем

/(г, г°)->-оо при г-*- оо, (9)
4) функционалы

(Ю)

конечны для при всех решениях z{f,p°) системы (3), неогра-
ниченно продолжаемых по предположению (это условие выполнено для
функции R{t,z), непрерывной вдоль решений z^D) .

А

Тогда решения y{t,p°) продолжаемы в D и устойчивы по Лагранжу,
А

если Ф[ооД°|г] конечны.
Доказательство. В силу условия (7) имеем оценку

-R (t, z) W(г) <г<Я (*. г) W(г), (11)
откуда следует неравенство

I (г, г°) =/ U7-1 (I) Ф[ t, to Jг]= f R (£, 2(|, po)) dl. (12)
r° -t°

Условие r{t)->-co при t-*T<oo противоречит неравенству (12), где W и
А

R удовлетворяют условиям (8) (10). Если же Ф[ооД°|г] конечны, то
А

\\y(t,Pc)\\ в силу (8), (9) и (11) ограничены при Отметим, что
если r{t) остается ограниченным, то это равнозначно лагранжевой
устойчивости у в D, а неограниченная продолжаемость дается условия-
ми работы [ 3 ].

Теорема 7 следствие теоремы 6. В ней No =o, V{t,y,z) =

=\\y\\ =r, поэтому условие (6) выполнено, а условия (4), (5) выпол-
нены в силу условий (8) —(10) и неравенств (11), (12).

Подчеркнем, что в теоремах I—61 —6 нет требований положительной
определенности, обычной гладкости функций Н, Р, V и единственности
решений на множестве их определения. Модифицируя аналогично [2 ]
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условия этих теорем, в частности заменяя условие (5) на v^G{t,v) ,

возможно получить достаточные условия непродолжаемости и неограни-
ченности. В качестве объекта применения теоремы 6 может служить,
например, система Релея (гамильтонова при R—o), заданная уравне-
ниями

yi=—dH/dZi dßydzi, й=дН)дуг (1,/,&=l, я), (13)

где H=T°+h k(t,z)yk +V{t,z)-, To=0t 6hii {ti z)yiy j>o, уф О,

R°=o,srij{t, z)iižj^zo, R=R°{x (у)) =o,sr is ( t, z) УгУз+ги ( t, z)yh .

Теорема 8. Пусть заданы уравнения (13) и найдется г такое,
что на AI : (|z|i выполняется условие

uz V{t,z) {h= {hi, ..., hn )') при W-^oo,
(14)

еде в силу Г°>o : T°=Xi^i4-• • •0-<a2
.• .

t
~. и пусть существуют непрерывные &(т)>>o, u{t)=exv> {fk(x)dx}

о
такие, что для Н на М имеем оценку

H{t,y,z)<^u{t)[H(o, у, z) +2 / R (т, у, z) м- 1 (t) dr]. (15)
о

ЭО

Интеграл fk (т) dx конечен. (16)
о

Тогда условия (14) (16) достаточны для лагранжевой устойчивости
всех решений системы (13) для 0, а условия (14), (15) для их
продолжаемости на бесконечный интервал.

Проверим выполнение условий теоремы 6, избрав в качестве V функ-
А

цию Н. Поскольку Н^а2 \\у\\ 2фУ ar2{h,h), то условие (6) выполнено.
В силу системы (13) и ее свойства (15) на М справедливо неравенство

Ü=dH/dt 2R^k{t)H,
которое не имеет ни одного неограниченного решения ввиду условия
(16), так что условия (4) и (5) теоремы 6 также выполняются. Отсюда
следует утверждение теоремы 8.

Рассмотрим ограниченность и продолжаемость решения y{t) систе-
мы (13).

Теорема 9. Пусть на множестве Цг|| <оо выполняются
условия (15), (16) и существует N 2 такое, что

a2 V(t,z) {h,h)^ —N 2. (17)
Тогда при выполнении условий (15), (16) и (17) имеем лагранжеву
устойчивость решений y{t), а при условиях (15) и (17) —• продолжае-
мость этих решений.

Доказательство. В силу условия (17) из оценки
7^a2 l|w|i 2 N2 следует, что найдется г^гo такое, что Н {t, у, z)->- oo при
llylj ->оо равномерно по t,z для \\у\\^г и т. е. условие (6) теоремы б
выполнено. Аналогично предыдущему проверяется выполнение условий
(4), (5), что и доказывает теорему.
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Менее наглядной, но более общей оказывается следующая приво-
димая без доказательства

Теорема 10. Пусть \Н {t, y,z)\-+oo равномерно по при а2
—

71 ж

== JvJ (г/2 +2:2 )->оо и справедлива оценка |дН/õt 2R\^L{H)k(t)
i—lдля всех i,x\ х—{у, z)\ причем непрерывные функции L{H)> o, k{t)>

oo н
>O. Существуют интегралы Jk{x)dx, I{Н,Н°) = jL~x {u)du для всех

О Не
Н, Н°, причем ]l{Н, Н°)\-+оо при Н-+оо.

Тогда имеем лагранжеву устойчивость решений системы Релея (13).
11. Пример. Рассмотрим вопрос ограниченности и продолжаемо-

сти движений потенциальной р-мерной гиростатической системы (г. с.)
5, в нецентральном ньютоновском поле сил системы S

2, вращающейся
относительно оси динамической симметрии. К рассматриваемому типу
г. с. принадлежат оболочки, содержащие маховики и обладающие по-
тенциалом N Майера для сил внутреннего взаимодействия.

Лагранжиан системы 5] определяется [4 ] равенством

L =r 2 (18>

где

G
ЫО) .

k a=kai {q)q'^la{t, q),

т(ё) = g'rf'k+Siq'j+To{t, q) ,

N=na {t, Xi, фа, q)Qa-\-Hij{t, Xi, фа, q) q'j+Noif, фа , q) ; а, i= 1,3; /,k=\,m,
(19)

д (T f

П== U (Xi, ф а), Sjk:= Sjh{q), [Sjk]ü>o, Sj=Sj(t,q)\ - =O,

л, координаты центра масс г г. с. Si; фа углы Эйлера ф, ф, 0, q
вектор из координат подвижных частей Si относительно оболочки Su
U силовая функция взаимодействия S! и S 2, q'=dq/dt. Асимптоти-
ческое разложение функции Uдо членов порядка о(|г!~3) получим ин-
теграцией при А=В из исправленной здесь формулы (3.22) работы р]

dt/= J^L{ l+J^L+\г\ 1 |Г|2
(В+С-2Л)^2

+(Л +С-2В)^2+(Д+й-2С)^г 1
' 2М2 |г| 4 >

{

в виде выражения

— 5(O, Go))+(y, Gy) Go bs(y, Gct>+
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Здесь приняты следующие обозначения: гс радиус-вектор центра
масс S 2 (здесь гс =o), М х масса 5Ь М2 масса S 2, \x=fM2, f по-
стоянная Гаусса, 2G0 = G!+ G 2-t-G 3, s=(y, о), г— (x h х2, х3 ) ’

= |rjo, у
направляющий вектор оси симметрии S 2; а*, у* проекции векторов
о, уна главный триэдр S x . Предположив линейную зависимость плот-
ности Земли Q от расстояния до ее центра при q (0) /о (i?) ==5, где R
радиус Земли, приходим к зависимости

С (R) =МЯ2[0,5 (10 Зя/2) -1] ~O,ЗМЯ2
. (21)

Из (21) и равенства (С A)JC— 0,00327237 следует оценка
е= (С —Л) IMR2= (C A)/C-C{R ) /MR2~ 1 • 10~3

, (22)
обнаруживающая слабую нелинейность q(£) относительно С (R), ибо,
согласно геофизическим данным [6 ], е^ПОб-Ю“6. Ввиду оценок

1 и (22) ограничимся для U вместо выражения (20) асимп-
тотикой G*(|rj, а, у) вида

|Ш„Г (С-Л)(|-35*) 1 2 ] /по>14-— ищ—j"2yjrrö’ Ga> -T G“J- (23)

Пусть центр масс S! движется с постоянной частотой п ~ Уц/г3 о по
окружности г=г0, лежащей в плоскости с направляющим вектором ß,
который составляет с у постоянный угол г. Тогда для гамильтониана Н*
вращательного движения 5! с учетом формул (18), (19), (23) следует
уравнение

dH*[dt— —dU*/dt,
< 24>

H‘ =T,(G) +kaMi+-f- q'iq'k -T„~N„- U\

В силу предположения a—n[ß, а] справедливо равенство
dU*/dt=n{VaU*, [ß f cr]>. (25)

С другой стороны, по теореме о моменте количества движения К—-
—-G°Q-f-& имеем уравнение

d {К, [ VaG*, a] + [VvG*, у]). (26)
Используя формулы (24) (26), получаем для рассматриваемых г. с.
обобщенный инвариант Якоби, содержащий постоянные иO , v°,

V=H* п{К, ß)+—
) п

-

sin_!i cos 2 [n{t —l°) -fu°] = v°. (27)’

Поскольку
'

_ л ~ 1 . . 3Mi(C —Л) я2 sin 2 iV^T2 {G) A-kajQaQ jQ k ■ Хм 2

*

It Irr
где d={kijq'j,k2j q'j,k3j q'j)\ l={U{t,q), k{t,q), l3 {t,q))\ то на осно-
вании теоремы 6 заключаем, что все г. с., для которых функция
To-j-Wo+rtlUll а квадратичная форма T2 {G)-\-o,ssjkq'jq /k-\-
A-kajQaq'j оказывается знакоопределенной, обладают ограниченными и

продолжаемыми на бесконечность решениями <р a (t) , q'j{t) .

423О продолжаемости и ограниченности решений. .
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7. KEIS
DÜNAAMILISTE SÜSTEEMIDE LAHENDITE JÄTKAMISEST JA TÕKESTATUSEST

Artiklis tõestatakse rida teoreeme mõnede lõplikmõõtmeliste dünaamiliste süstee-
mide kõikide või osa lahendite tõkestamata jätkuvuse ja stabiilsuse kohta Lagrange’i
mõttes. Saadud tingimused osutuvad piisavateks ja määratakse kas üldise (osalise)
invariandi omadustega või süsteemide vastava diferentsiaalvõrratuse lahendite iseloo-
muga. Tulemuste illustreerimiseks on toodud näiteid Hamiltoni, Rayleigh ja lõplik-
mõõtmelistest gürostaatilistest süsteemidest, kusjuures viimaste korral kasutatakse Jacobi
invariandi üldistust, mis saadi käesolevas uurimuses.

ON DEFINED IN THE FUTURE AND BOUNDED SOLUTIONS OF DYNAMICAL
SYSTEMS

The paper contains theorems on defined in the future and bounded solutions of the
dynamical systems concerning total or partial phase vector-function. The obtained condi-
tions are sufficient and are determined by the properties of general (partial) invariant
or by the type of solution of the differential inequality corresponding to the system.
The results are illustrated on Hamilton, Rayleigh and some gyrostatic systems. A
new modification of Jacoby invariant is used for the investigation of the latter.
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	Рис. 5. Изменение общего количества газов по прямоточной части факела при различных режимах опыта. а аo=l,oB, Qob = 450 ж3/''. 7'0 = 448°К, #ioо = 40,6%, tfso-74,8%; б а0=1.09, Qob = 430 мЦч, 7о=4l3° К #,оо = 28,7%, #5O 80,4%; в _ «0 = 0,84, QOB =530 ж3/ч, Г0 = 393° К. #,оо = 39,8%, #5O-69.6%. / измеренное; 2 рассчитанное.������┬�耐တꓐ例誄棠젇侒��큤줇U����������▰�耐တ爤裹굹��䚒��ꁢ줇⁙����������┼�耐တ캢폜⻼䣣젇妒팄
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	Рис. 2. Схема опытной установки. / ннвертная топка, 2 шнековый питатель, 3 дутьевой вентилятор, 4 воздухоподогреватель, 5 циклон, 6 дымосос.����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������������������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������������������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������̀���Ȁ���Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������������������଀�������Ā�����������̀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������଀�������Ā�����������̀���Ā���Ā�����������̀�������������������଀�������������������଀�������������������଀�������������������଀�������������������଀�������Ā�����������଀�������������������଀�������Ā�����������଀�������������������଀�������Ā�����������଀�������Ā�
	Рис. 3. Распределение характеристик горения сланцевой пыли на участке струйного течения факела (режим опыта: «о-1,08, Qob--450 м3/ч, Г0 = 448°К, #ioo = 40,6%, Яsо = 74,8%. .л распределение доли (14) выгоревшего топлива, б разности (Acojco?) кондентраиий кислорода, в фактической концентрации ((соа+Дсо2)/соs) кислорода, г температуры (7°К) газов. ( >—) граница прямого потока.�‼〲㜶㸠㰰㌷愾ഊ㰰㈷㜾‼〲㜷㸠㰰㌷放ഊ㰰㈷㠾‼〲㝥㸠㰰㌸㐾ഊ㰰㈷显‼〲㝦㸠㰰㌸挾ഊ㰰㈸〾‼〲㤳㸠㰰㌸放ഊ㰰㈹㐾‼〲扦㸠㰰㍡㌾ഊ㰰㉣〾‼〲挰㸠㰰㍤㔾ഊ㰰㉣ㄾ‼〲晦㸠㰰㐰〾ഊ㰰㌰〾‼〳㈰㸠㰰㐳显ഊ㰰㌲ㄾ‼〳㈲㸠㰰㐷㈾ഊ㰰㌲㌾‼〳㍥㸠㰰㐸挾ഊ㰰㌳显‼〳㘳㸠㰰㑡愾ഊ㰰㌶㐾‼〳㠹㸠㰰㑤〾ഊ㰰㌸愾‼〳㡢㸠㰰㑦㠾ഊ㰰㌸挾‼〳戱㸠㰰㔳ㄾഊ㰰㍢㈾‼〳戶㸠㰰㔵愾ഊ㰰㍢㜾‼〳摤㸠㰰㔶ㄾഊ㰰㍤放‼〳摦㸠㰰㔸㤾ഊ㰰㍥〾‼〳改㸠㰰㕢〾ഊ㰰㍥愾‼〳昳㸠㰰㕢戾ഊ㰰㍦㐾‼〳晦㸠㰰㕤〾ഊ㰰㐰〾‼〴づ㸠㰰㕤挾ഊ㰰㐰显‼〴ㅣ㸠㰰㜰〾ഊ㰰㐱搾‼〴㌹㸠㰰㜱〾ഊ㰰㐳愾‼〴㔴㸠㰰㜳〾ഊ㰰㐵㔾‼〴㔶㸠㰰㤰ㄾഊ㰰㐵㜾‼〴㕤㸠㰰㤰㔾ഊ㰰㐵放‼〴㕥㸠㰰㤰搾ഊ㰰㐵显‼〴㘰㸠㰰㤱〾ഊ㰰㐶ㄾ‼〴㠱㸠㰰㤱㌾ഊ㰰㐸㈾‼〴㠶㸠㰰㤳㔾ഊ㰰㐸㜾‼〴㡥㸠㰰㤳挾ഊ㰰㐸显‼〴㡦㸠㰰㤴㔾ഊ㰰㐹〾‼〴㤲㸠㰰㤴㜾ഊ㰰㐹㌾‼〴㤵㸠㰰㤴戾ഊ㰰㐹㘾‼〴㤷㸠㰰㤵〾ഊ㰰㐹㠾‼〴愲㸠㰰㤶㘾ഊ㰰㑡㌾‼〴愵㸠㰰㤸ㄾഊ㰰㑡㘾‼〴慤㸠㰰㤸㔾ഊ㰰㑡放‼〴慦㸠㰰㤸显ഊ㰰㑢〾‼〴挵㸠㰰㤹㌾ഊ㰰㑣㘾‼〴捣㸠㰰㥡愾ഊ㰰㑣搾‼〴捤㸠㰰㥢㈾ഊ㰰㑣放‼〴搱㸠㰰㥢㘾ഊ㰰㑤㈾‼〴摡㸠㰰㥢挾ഊ㰰㑤戾‼〴摣㸠㰰㥣㜾ഊ㰰㑤搾‼〴攰㸠㰰㥣戾ഊ㰰㑥ㄾ‼〴攱㸠㰰㥤㜾ഊ㰰㑥㈾‼〴攳㸠㰰㥤挾ഊ㰰㑥㐾‼〴攸㸠㰰㥤显ഊ㰰㑥㤾‼〴晤㸠㰰㥥㘾ഊ㰰㑦放‼〴晦㸠㰰愰㔾ഊ㰰㔰〾‼〵〳㸠㰰愰㜾ഊ㰰㔰㐾‼〵〵㸠㰰愰显ഊ㰰㔰㘾‼〵ㅢ㸠㰰愱㌾ഊ㰰㔱挾‼〵㈲㸠㰰愲愾ഊ㰰㔲㌾‼〵㈴㸠㰰愳㈾ഊ㰰㔲㔾‼〵㈶㸠㰰愳㔾ഊ㰰㔲㜾‼〵㈸㸠㰰愳㠾ഊ㰰㔲㤾‼〵㈹㸠㰰愳挾ഊ㰰㔲愾‼〵㉥㸠㰰愳放ഊ㰰㔲显‼〵㌰㸠㰰愴㜾ഊ㰰㔳ㄾ‼〵㌳㸠㰰愴戾ഊ㰰㔳㐾‼〵㌷㸠㰰愵㤾ഊ㰰㔳㠾‼〵㌸㸠㰰愵放ഊ㰰㔳㤾‼〵㐳㸠㰰愶㘾ഊ㰰㔴㐾‼〵㐶㸠㰰愷㈾ഊ㰰㔴㜾‼〵㐸㸠㰰愸ㄾഊ㰰㔴㤾‼〵㑦㸠㰰愸㔾ഊ㰰㔵〾‼〵㘳㸠㰰愹㔾ഊ㰰㔶㐾‼〵㙡㸠㰰慡愾ഊ㰰㔶戾‼〵㙣㸠㰰慢㈾ഊ㰰㔶搾‼〵㜱㸠㰰慢㔾ഊ㰰㔷㈾‼〵㜸㸠㰰慢搾ഊ㰰㔷㤾‼〵㝡㸠㰰慣㜾ഊ㰰㔷戾‼〵㝣㸠㰰慣戾ഊ㰰㔷搾‼〵㝤㸠㰰慤〾ഊ㰰㔷放‼〵㠷㸠㰰慥㘾ഊ㰰㔸㠾‼〵㠹㸠㰰戰㈾ഊ㰰㔸愾‼〵㡣㸠㰰戰㔾ഊ㰰㔸搾‼〵㡤㸠㰰戰㤾ഊ㰰㔸放‼〵㡥㸠㰰戰戾ഊ㰰㔸显‼〵㡦㸠㰰戰显ഊ㰰㔹〾‼〵㤰㸠㰰戱㌾ഊ㰰㔹ㄾ‼〵㤴㸠㰰戱㔾ഊ㰰㔹㔾‼〵㤵㸠㰰戱愾ഊ㰰㔹㘾‼〵㤷㸠㰰戱挾ഊ㰰㔹㠾‼〵㥡㸠㰰戱显ഊ㰰㔹戾‼〵㥣㸠㰰戲愾ഊ㰰㔹搾‼〵㥥㸠㰰戲显ഊ㰰㔹显‼〵愰㸠㰰戳㈾ഊ㰰㕡ㄾ‼〵愴㸠㰰戳㘾ഊ㰰㕡㔾‼〵慡㸠㰰戳放ഊ㰰㕡戾‼〵慢㸠㰰戴㜾ഊ㰰㕡挾‼〵慣㸠㰰戶〾ഊ㰰㕡搾‼〵戶㸠㰰戶㘾ഊ㰰㕢㜾‼〵戸㸠㰰戸㈾ഊ㰰㕢㤾‼〵扥㸠㰰戸㔾ഊ㰰㕢显‼〵挱㸠㰰戸放ഊ㰰㕣㈾‼〵挵㸠㰰戹㈾ഊ㰰㕣㘾‼〵挷㸠㰰戹㤾ഊ㰰㕣㠾‼〵挸㸠㰰戹挾ഊ㰰㕣㤾‼〵捡㸠㰰戹放ഊ㰰㕣戾‼〵捣㸠㰰扡㌾ഊ㰰㕣搾‼〵捦㸠㰰扡㠾ഊ㰰㕤〾‼〵搷㸠㰰扡放ഊ㰰㕤㠾‼〵摡㸠㰰扢㜾ഊ㰰㕤戾‼〵摥㸠㰰扢放ഊ㰰㕤显‼〵攱㸠㰰扣㘾ഊ㰰㕥㈾‼〵攵㸠㰰扣愾ഊ㰰㕥㘾‼〵收㸠㰰扤㜾ഊ㰰㕥㜾‼〵敡㸠㰰扤愾ഊ㰰㕥戾‼〵敢㸠㰰扥ㄾഊ㰰㕥挾‼〵散㸠㰰挸㌾ഊ㰰㕥搾‼〵昲㸠㰰挸㔾ഊ㰰㕦㌾‼〵昵㸠㰰挸放ഊ㰰㕦㘾‼〵晥㸠㰰挹㈾ഊ㰰㕦显‼〵晦㸠㰰挹挾ഊ㰰㘰〾‼〶ち㸠㰰挹放ഊ㰰㘰戾‼〶づ㸠㰰换〾ഊ㰰㘰显‼〶ㄸ㸠㰰捥㘾ഊ㰰㘱㤾‼〶ㅡ㸠㰰搸㈾ഊ㰰㘱戾‼〶ㅢ㸠㰰搸㔾ഊ㰰㘱挾‼〶ㅥ㸠㰰搸㤾ഊ㰰㘱显‼〶ㅦ㸠㰰搹ㄾഊ㰰㘲〾‼〶㈰㸠㰰搹㐾ഊ㰰㘲ㄾ‼〶㈴㸠㰰搹㤾ഊ㰰㘲㔾‼〶㈵㸠㰰搹放ഊ㰰㘲㘾‼〶㈸㸠㰰摡〾ഊ㰰㘲㤾‼〶㉡㸠㰰摡㐾ഊ㰰㘲戾‼〶㉦㸠㰰摡㜾ഊ㰰㘳〾‼〶㌴㸠㰰摡搾ഊ㰰㘳㔾‼〶㍤㸠㰰摢㌾ഊ㰰㘳放‼〶㍥㸠㰰摢搾ഊ㰰㘳显‼〶㐵㸠㰰摣〾ഊ㰰㘴㘾‼〶㐶㸠㰰摣愾ഊ㰰㘴㜾‼〶㑣㸠㰰摣显ഊ㰰㘴搾‼〶㑤㸠㰰摤㘾ഊ㰰㘴放‼〶㑦㸠㰰摤㠾ഊ㰰㘵〾‼〶㔰㸠㰰摤显ഊ㰰㘵ㄾ‼〶敡㸠㰱攰〾ഊ㰰㙥戾‼〶敢㸠㰱改戾ഊ㰰㙥挾‼〶晦㸠㰱敡〾ഊ㰰㜰〾‼〷㐵㸠㰱敢㐾ഊ㰰㜴㘾‼〷㕢㸠㰱昰〾ഊ㰰㜵挾‼〷㘱㸠㰱昱㠾ഊ㰰㜶㈾‼〷㠷㸠㰱昲〾ഊ㰰㜸㠾‼〷㡤㸠㰱昴㠾ഊ㰰㜸放‼〷㤵㸠㰱昵〾ഊ㰰㜹㘾‼〷㤶㸠㰱昵㤾ഊ㰰㜹㜾‼〷㤷㸠㰱昵戾ഊ㰰㜹㠾‼〷㤸㸠㰱昵搾ഊ㰰㜹㤾‼〷户㸠㰱昵显ഊ㰰㝢㠾‼〷散㸠㰱昸〾ഊ㰰㝥搾‼〷晢㸠㰱晢㘾ഊ㰰㝦挾‼〷晦㸠㰱晣㘾ഊ㰰㠰〾‼〸〹㸠㰱晣愾ഊ㰰㠰愾‼〸て㸠㰱晤㘾ഊ㰰㠱〾‼〸㈲㸠㰱晤搾ഊ㰰㠲㌾‼〸㈵㸠㰱晦㈾ഊ㰰㠲㘾‼〸㉥㸠㰱晦㘾ഊ㰰㠲显‼〸㌰㸠㰲〰挾ഊ㰰㠳ㄾ‼〸㌶㸠㰲〱〾ഊ㰰㠳㜾‼〸㐲㸠㰲〱㠾ഊ㰰㠴㌾‼〸㐳㸠㰲〲㘾ഊ㰰㠴㐾‼〸㑢㸠㰲〳〾ഊ㰰㠴挾‼〸㔰㸠㰲〳㤾ഊ㰰㠵ㄾ‼〸㔱㸠㰲〴㐾ഊ㰰㠵㈾‼〸㔴㸠㰲〴㜾ഊ㰰㠵㔾‼〸㔵㸠㰲〴戾ഊ㰰㠵㘾‼〸㔷㸠㰲〷〾ഊ�
	Untitled�〴搰〴㐾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਷⸰㤠〮〰‰⸰〠㜮〹′㈱⸰〠㄰㤮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㌰〰
	Рис. 5. Изменение общего количества газов по прямоточной части факела при различных режимах опыта. а аo=l,oB, Qob = 450 ж3/''. 7'0 = 448°К, #ioо = 40,6%, tfso-74,8%; б а0=1.09, Qob = 430 мЦч, 7о=4l3° К #,оо = 28,7%, #5O 80,4%; в _ «0 = 0,84, QOB =530 ж3/ч, Г0 = 393° К. #,оо = 39,8%, #5O-69.6%. / измеренное; 2 рассчитанное.������┬�耐တꓐ例誄棠젇侒��큤줇U����������▰�耐တ爤裹굹��䚒��ꁢ줇⁙����������┼�耐တ캢폜⻼䣣젇妒팄
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