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А. ЭПШТЕЙН В. ЕМЕЛЬЯНОВ

О РАСЧЕТЕ ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУИ В СНОСЯЩЕМ ПОТОКЕ

Исходные положения

Данная работа посвящена расчету турбулентной струи круглого на-
чального сечения, вытекающей под отличным от 0 или я углом в неогра-
ниченный поток, имеющий постоянные скорость и плотность. Рассмот-
рим элемент струи толщиной Ы {рис. 1).

Введем предварительно следующие обозначения:
х координата, совпадаю-

щая с направлением
сносящего потока;

у координата, перпенди-
кулярная х в плоскости
симметрии струи;

V скорость струи в произ-
вольном сечении;

v 0 начальная скорость
струи;

vm скорость на оси струи;
w скорость сносящего по-

тока;
q плотность струи в про-

извольном сечении;
ро начальная плотность

струи;
q№ плотность сносящего по-

тока;
5, S’o площадь поперечного се- Рис. 1. Схема струи в сносящем потоке.

чения струи, текущая и
начальная соответствен- а, ао угол наклона касатель-
но; ной к траектории струи

Do диаметр выходного се- относительно направле-
чения струи; ния х, текущий и на-

г радиус кривизны траек- чальный соответственно,
тории струи; с, си с п,

b ширина струи в направ- k,\ lД2,
лении, перпендикуляр- х. я, эмпирические коэффи
ном плоскости ху\ циенты.

Как показано в [ ! ], если кривизна струи не слишком велика, при
записи уравнений движения струи можно не учитывать влияние попе-
речных перемещений частиц внутри струи; кроме того, можно считать
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практически незначительным количество движения, вносимое в струю
с тыловой поверхности, где параметры окружающей среды отличны от
параметров невозмущенного потока. Все это дает возможность при-
ближенно рассматривать элемент струи как материальную точку пере-
менной массы, имеющую среднюю плотность

J Qds
(1)

и движущуюся по криволинейной траектории со средней скоростью

J \ds
7=i-s-- <2>

Координата указанной точки должна совпадать с местом в данном по-
перечном сечении струи, где

/ q(v w)ds
Q (v w) =

. (3)

Так как w = const, то v w v w.
С учетом сказанного выше уравнение движения элемента струи от-

носительно окружающей среды в векторной форме имеет вид

—-[?.,e(v-w)S6n=6F (4)

или после дифференцирования левой части (4)

qS--{Ki\)öl = 6F-f Xi(w —v) (gSõl). (5)

Здесь Xi коэффициент корреляции между q и v— w, связанный с
различными профилями скорости и плотности; очевидно, если плотность
струи постоянна и равна плотности окружающей среды, то Xi = 1. С
точки зрения кинетостатики соотношение (5) представляет собой условие
равновесия элемента струи под действием сил: внешней 6F, инер-
ционной 6l (член в левой части уравнения, взятый с обратным зна-
ком) и импульсной 6Ф (второй член в правой части уравнения).
Последняя сила связана с приращением секундного количества движе-
ния элемента за счет присоединения вещества из окружающей среды.
Уравнение (5) можно переписать в проекциях на направления главной
нормали п и касательной т

= BFn -f- XiW sin (qSö/), | (6a)

qS (Xiv)õl BF X -f Xi (w eos a— v) (gSõl). J (66)

Согласно высказанному в [ ! ] предположению, для струи в сносящем
потоке следует различать два режима перемешивания режим эжек-
ции и режим торможения. Последний является практически основным
для такой струи, и в данной работе мы ограничимся лишь его рассмот-
рением.
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Тогда можно записать

-jj- ( qSõI) = XQwwb sin аб/. (7)

Если условия течения таковы, что плавучесть струи отсутствует или
ничтожно мала, то единственной внешней силой, действующей на эле-
мент, будет разность давлений между фронтальной и тыловой его по-
верхностями. Следовательно, бF x =oи по аналогии с обтеканием твер-
дого тела

fi rr „ QwW2 sin2 а и%l /очбFn —сп 2 ЬЬI, (о)

где коэффициент сопротивления сп должен определяться на основе
опытных данных.

Траектория струи

Траектория струи определяется путем интегрирования уравнения
(6а). Выберем направление координатных осей х и у согласно рис. 1.
В качестве вспомогательного соотношения воспользуемся уравнением
количества движения в проекции на ось у, записанным для произволь-
ного поперечного сечения струи

I

12q{v) 2S sin а = sin ао сп J sin 2 а cos а bdl
о

У
2с • QtvW 2 Г

.

= Qooo Sosmao — сп —^
— J smacosaOay, (9)

о
/ QV 2 ds

где Л2р(ц) 2 = QV2 = -

, (10)

h. коэффициент корреляции между q и (и) 2
.

Кроме того,
sin а = 1/(1 +х'2 ) 0- 5 , (11)
cosa = x7(l + х/2 )°>5

, (12)
г = —{ 1 + х' 2 )/х". (13)

Наконец, на основе опытных данных [2>3 ] примем следующую зави-
симость для изменения ширины струи:

b = су, (14)
200^0где с = Ciq~n и q = ——- ;

QwW2

численные значения С\ и п также определяются из опытных данных по
измерению ширины струи.

Тогда с помощью (7) (14) преобразуем (6а) к следующему урав-
нению в безразмерных координатах х x/Dq, у —y/D 0:

у
_

урс" =А— 2т J X-—ydy, (15)
о '

6*
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где
„ яЛ*q sin ao Uc nc cn + 2x^iА =—ЩГс-■m= =

2Я»
- ;

в первом приближении здесь величины х. с Пу А,, а следовательно, и k
приняты постоянными.

Путь решения уравнения (15) указан в [ 4 ]. Там же приведен способ
определения численной величины коэффициента с п на основе опытных
данных [2 ].

Ниже приводятся окончательные формулы для расчета траектории
струи, полученные в результате интегрирования (15) при начальных
условиях

х(0) =O, jc'(o)==ctga„ (16)

и численных значениях эмпирических коэффициентов = 1,7; п = 0,2
(см. [2 ]), с п = 0,8; k— 1,2; т= 1/6 ’, A,i/A, 2 = 1. Эти формулы являются
приближенными, поскольку один из промежуточных интегралов в пол-
ном его виде не выражается в элементарных функциях. Однако, как
показано в [ 4 ], погрешность, возникающая при упрощении этого интег-
рала, практически ничтожна.

1) в области ctg a 0 + ctg a 1 (ao a я/4)

* = „Г*» ct g a; (17)

2) в области I <C ctg ao< 00 (л/4 » a>> 0 при ao > jt/4)

x= Q
’2 ; { y\y 2 -1- 0,38+>2 sin Oo( 1+ 2 ctg ao) ] l>s + 0,58+- 2 sin ao Xу l3 ao v

X(1 + 2 ctg ao )y[y2 + 0,38+- 2 sin2/3 ao( I+2 ctg ao) ]0 -5 I,oB<72 -4 sin4/s ao X
X(1 ctg ao) °-5 0,54g 2 > 4 sin4/3 ao (1 ctg ao) o>s (I+2 ctg ao) +

+ 0,22<72 - 4 sin4'' 3 ao(1 + 2 ctg ao) 2 Г Arshv v ' L q 0 sin /з a 0 (1 +2 ctg a 0) o>s

Arsh 1,41 (yqrl^—)°’
J

]} +o,29^.6 s inV3 ao(i_ctgao)°- s(l+2ctgao);
(16)

3) в области 1 < ctg a < 00 (л/4 >a>o при ao <C jt/4)

X = [ у (У 2 + U 6+- 2 cos 2/3 ao) 1-5 +

+ 1,73<71 -2 cos2/3 ao-t/(£ 2 + 1,16^ 1 ’2 cos 2/3 ao) 0,5 +

+ 4'88,?2 ’‘ C0S
‘Ä a“ Arsh ( >W/-ao') ] “9)

Координаты переходного сечения при расчете по формулам (17) и (18)
получаются следующими:

У\ 0,88q0' 6 sin,/3 0.0(1 ctg ao) °’5
, (20)

Xi 0,29^°-6 sin'/3 ao(l —ctgao) o>s (l + 2 ctg ao). (21)

На рис. 2 дано сопоставление расчетов по формулам (17) (21) с
опытными данными работ [5 -6 ]. Переход в систему координат ху, свя-
занную с центром выходного сечения струи, производится по формулам
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Х
у = ]-н) (22)

где при 4 q 36 координата полюса струи

Уо = <7°>2 /i,7, (23)

а величину х0 дает подстановка (20) в (17); при q>» 64 можно прини-
мать уо —O. Совпадение теории с экспериментом можно признать удо-
влетворительным. а

Интересно отметить, что
расхождение между расчета-
ми только по формуле (17)
или по формулам (17) (19)
становится заметным лишь на
больших расстояниях от ис-
точника, причем для опытов
при оо = я/2 расхождение
между расчетными кривыми
меньше, чем естественный
разброс опытных точек. Из
этого можно сделать вывод,
что используемое в ряде ра-
бот [7~9 ] допущение о сохра-
нении импульса струи в на-
правлении у (выражается ра-
венством нулю интеграла в
(9)) можно считать оправ-
данным, по крайней мере, для
струй при углах оо, не очень
отличающихся от я/2, на уча-
стке, где угол наклона оси
струи а не слишком мал. Сле-
дует также отметить большое
сходство теоретической фор-
мулы (17) с соответствующей
эмпирической формулой, пред-
ложенной в [s ].

Падение осевой скорости
струи

Для нахождения зависи-
мости скорости струи от рас-
стояния до источника вос-
пользуемся уравнением (66).

На основании сказанного
выше расчет скорости струи
будем вести в предположении
постоянства составляющей
импульса струи в направле-
нии у. Тогда, воспользовав-
шись соотношениями (7), (9)
(без интеграла в правой ча-

Рис. 2. Сравнение расчетной траектории струи
с опытными данными.

а при а0 = я/2: I—s q = 4,75; 25; 50;
100; 400 при Qo/Qw = 1; 5 q = 12,5: 50;

200 при Qo/Qw = 0,5.
б при разных а0: I—4 а 0 = 30°; 60°;

120°; 135° при q 100.
расчет только по (17);

—— расчет по (17), (18) в случае а, по
(17) (19) в случае б.
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сти), (11), (12) и (14), получим из (66) в предположении Xi = const
следующее дифференциальное уравнение;

(JL ]'=в(Ц-Ш -

] *' (д) ( a U - д (24)\VJ \VoIUvO I [1 + х'Цу) ]»■= \vj I[l -I- x"-(y) I»' 5 ’ v ’

где
4X 2cqww

D—‘ : '

,тс sm aoQo^o

a x' (у) определяется из решения для траектории струи в случае первого
участка. Произведя в (24) замену переменной р{у) = ( v/v0)-1

, получим
линейное уравнение

Р+ В (‘щ )‘ (1 -|- х'2)
°^ Р = Л '(1 + х' 2 ) °-5

'~' (25^

В решение уравнения (25) входит интеграл

Г ydy
-

[ l+ (4,2+ctgao )
2 ]^

k А/который вследствие малости экспонента - 1'- ( ПР И —1; k = \,2 и
k —hi 1 .

.

—— =—) может быть вычислен отдельно для двух участков, как

это было сделано при определении траектории струи. Решение для пер-
вого участка получится при начальном условии

X- +OO. р(0) =O, (26)
г’°

*=о

а для второго участка в качестве начального берется условие сты-
ковки решения для двух участков

(■f) =ТР р{д‘) =IХ’ (27)
V и » /у.=у.

где vjv0 определяется из решения для первого участка при у— уи
а у\ по формуле (21).

В случае ctgao>*l, решение ведется только для второго участка
при начальном условии (26).

Окончательные формулы для расчета средней скорости струи после
подстановки численных значений эмпирических коэффициентов имеют
следующий вид:

!) ПР”( +

й 0,925 sin2' 3 ao ( V’* (~Г* X
Vo ' Qiv ' \W J

1 1 + (1,3- —T-f ctg ao) 2 ]L V <y 1' 2 sm '-ao !_i
.. (28)

у2
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2) при ( А у2 -1- ctg ao*) >1 и ctg ao 1r
\ J

[/
1 О \210,416

_=

1 +(^s i
+ Ctga”)J , (29)

C ° °° {[(Ä -'j +0.«33d-ct g ao)} '

3) при (•
2
-- y z + ctg a 0) > 1 И ctg Oo >1

’ v \ I’2sin/3ao 1 ’2 sin /3 ao /

V 0 00 [( 3
-/.ao ** + «**"Г"

Чтобы перейти от средней
скорости к скорости на оси
струи, не решая внутренней за-
дачи о распределении скоро-
сти по поперечным сечениям
струи, следует прибегнуть к до-
пущению о подобии. Предпо-
лагая подобие полей проекции
относительной скорости струи
на направление касательной,
что находит определенное под-
тверждение в опытах [ lo ], по-
лучим зависимость

Vт w cos a k v {v w cos a),

где cos а определяется с по-
мощью (12) и (17).

На рис. 3 приведено сопо-
ставление результатов расчета
по формулам (28) и (29) (при
(х 0 = л/2) с опытными данны-
ми [s ]. Удовлетворительное со-
ответствие теории эксперимен-
ту достигается при k v = 1,55.

Рнс. 3. Сравнение расчетной скорости на оси
струи с опытными данными.

I—3 v O/w 10; 7,1; 5 при qJqw —l-
- 5 vo/w 10; 5 при QolQw = 0,5.

ЛИТЕРАТУРА

1. Эпштейн А., Изв. АН ЭССР, Физ. Матем., 20,. 323 (1971).
2. Палатник И. В., Темирбаев Д. Ж., В сб.; Проблемы теплоэнергетики и

прикладной теплофизики, вып. 4, 1967, с. 196.
3. Иванов Ю. В., Эпштейн А., Изв. АН ЭССР, Сер. физ.-матем. и техн. н.,

14, 588 (1965).
4. Эпштейн А., Злобин В., Изв. АН ЭССР, Физ. Матем., 18, 223 (1969).
5. Иванов Ю. В., Эффективное сжигание надслойных горючих газов в топках,

Таллин, 1969.
6. Шандоров Г. С., Истечение в сносящий поток из отверстия в стейке канала

и распространение струи в сносящем потоке, М., 1955.



460 А. Эпштейн, В. Емельянов

7. Абрамович Г. H., Теория турбулентных струй, М., 1960.
8. Вахл а м о в С. В., Инж.-физ. ж., 7, 112 (1964).
9. Эпштейн А, М., Инж.-физ. ж., 9, 451 (1965).

10. Г ендриксон В., Изв. АН ЭССР, Физ. Матем., 17, 449 (1968).

Институт термофизики и электрофизики Поступила в редакцию
Академии наук Эстонской ССР 20/XI 1970

A. EPSTEIN, V. EMEUAN OV
RISTVOOLUSES LEVIVA TURBULENTSE JOA ARVUTAMISEST

Lõpmatu väikese elemendi liikumisvõrrandi naturaalses koordinaatsüsteemis lahen-
damise tulemusena saadi vastavate lihtsustuste abil valemid ristvooluses leviva joa
traektoori ja telgkiiruse arvutamiseks.

Näidatakse, et arvutuste tulemused on rahuldavas kooskõlas katseandmetega.

A. EPSTEIN. V. YEMELYANOV
ON THE CALCULATION OF A TURBULENT JET

IN THE TRANSVERSAL STREAM
Formulae for the calculation of the trajectory and axial velocity of a jet are derived

as a result of the solution of equations of motion in the natural system of coordinates
for an infinitesmal element of the jet in a transversal stream, with corresponding
assumptions.

The results of the calculation are in satisfactory agreement with experimental data.
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	Рис. 3. Зависимость твердости от температуры спекания для различных сред спекания. Обозначения см. рис. 1.�獥渠慮搠䱯牥湴稠瑲慮獦潲浡瑩潮⸍慲瑵Ⱐㄹ㜱⸠ㄵ⁰⸠⡉湳琮⁐桹献湤⁁獴牯渮ഊ䅣慤⸠卣椮⁅獴潮楡渠卓刮⁐牥灲⸠䙁䤭㠩⸍獡步獴攠橡⁶慬杵獥慡楬浡獴⸠孁牴⸍੫潧⹝⁔汮⸬₫噡汧畳묬‱㤷ㄮ‸㠠汫⸠⡅敳瑩ഊ乓嘠呁⁌啓⸠哤灰楳瑥慤畳瑥敫瑳楯潮植ੴ潩浥瑩獥搮‶⸩ഊ佔匠䤮⁐潬慲楺慴楯渠灨敮潭敮愠潦⁴桥ഊ獩浰汥獴牡灨猠捯牲敳灯湤楮朠瑯楲散琍ੲ敡捴楯湳⸠呡牴甬‱㤷ㄮ′㜠瀮 䅣慤⸠卣椮ഊ䕳瑯湩慮⁓卒⸠䥮獴⸠偨祳⸠慮搠䅳瑲潮⸍牥灲⸠䙁䤭㜮⤍ੜ田㐱ぜ田㐳㉜田㐴㉜田㐳敜田㐳摜田㐳敜田㐳捜田㐳摜田㐳ぜ田㐴映屵〴㍣屵〴㌸屵〴㍡屵〴㐰屵〴㍥屵〴㐱屵〴㍡屵〴㍥屵〴㍦屵〴㌸屵〴㑦⸠屵〴ㅦ屵〴㌵屵〴㐰⸠屵〴㐱⁜田㐳ぜ田㐳摜田㐳㍜田㐳戮ഊ屵〴ㅣ⸬₫屵〴ㅣ屵〴㌸屵〴㐰묬‱㤷ㄮ′㜰⁜田㐴ㄮ⁜田㐱ㅜ田㐳㡜田㐳ㅜ田㐳扜田㐳㡜田㐳敜田㐳㍜田㐴〮′〸ഊ屵〴㍤屵〴㌰屵〴㌷屵〴㌲⸍ੜ田㐱ぜ田㐳摜田㐳㍜田㐳扜田㐳攭屵〴㐰屵〴㐳屵〴㐱屵〴㐱屵〴㍡屵〴㌸屵〴㌹⁜田㐳ぜ田㐴ㅜ田㐴㉜田㐴ぜ田㐳敜田㐳摜田㐳敜田㐳捜田㐳㡜田㐴㝜田㐳㕜田㐴ㅜ田㐳慜田㐳㡜田㐳㤠屵〴㐱屵〴㍢屵〴㍥屵〴㌲屵〴㌰屵〴㐰屵〴㑣⸍屵〴㍡⁜田㐲摜田㐴ㅜ田㐴㉜田㐳敜田㐳摜田㐴ㅜ田㐳慜田㐳楮⁴桥ഊ\田㐲㙜田㐱㉜田㐱挍田㐳ぜ甀獴猠⑭慲
	Рис. 2. Зависимость относительного удлинения от температуры спекания для различных сред спекания. Обозначения см. рис. L�　㐀㔀　　　　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　㌀　　　㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㌀㘀㌀㔀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㈀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㌀㌀㌀㠀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㈀㌀㌀㌀㈀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㌀㘀㌀㌀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㌀㘀㌀㔀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㌀㌀㌀㈀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㈀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㈀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀㌀㌀㌀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀㐀　　　　　　　　　　　　
	Рис. 1. Схема струи в сносящем потоке.�㼙����u〴0屵壴퀒恆㼙����u〴8屵硽伓ᡉ㼙����u〴c屵䠑贔�����u〴c屵ࢩ贔큋㼙����u〴a屵䡀Ė㡓㼙����u〰b屵낙怓�����u〴8屵낺怓⁖㼙����u〰d屵좢먕聙㼙����u〰0屵聬ጓ衦㼙����u〴b屵䀪ጓ硰㼙����u〴b屵壤윕쁼㼙����u〴1屵쀌ᰛࣩ褖����u〴e屵䀉ᰛ샮褖����u〴d屵ᰛ褖����u〴c屵쀖ᰛ胯褖����u〴88
	Untitled����������������������������������������
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