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Ю. ЯРЦЕВ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ МЕТОДА ФЕЙЕРОВСКОЙ КОЛЛОКАЦИИ

Ниже исследуется устойчивость одного метода интерполяционного типа, сходи-
мость которого изучалась ранее в работах f l-4 ] и который естественно назвать ме-
тодом фейеровской коллокации. При этом вопрос будет излагаться применительно к
ннтегро-дифференциальным уравнениям со ссылками на некоторые результаты из
I4 ]-

Рассмотрим уравнение
Г то—2 1 то 1L{x) —x— \ \2!pk{t)x№-{- J j£qk{t,s)xM{s)ds\ = y{t) (1)
L h= o -1 h=o J

с граничными условиями
то 1

Lj{x) =2l [«i^M(-l)+PM(M(l)+ fyMs)x(k-i)(s) ds]= 0, (2)
h=i -1

j = 1, m.
Согласно методу фейеровской коллокации приближенное решение этой
задачи разыскивается в виде комбинации

2n— l
•^п(0 == -2 &kQm+k{t) , (3)

fe=o

где Qm+ алгебраический полином степени т~\~к, удовлетворяю-
щий условиям (2), а коэффициенты ah {k —O, 2п —1) определя-
ются из системы линейных уравнений

[L{xn ] y{t)] t=ti =O,

[*irM>
(<) ](=l, =o,i= 1 n. I (4)

, 21— 1
(
‘
= Сos

'^-Л- J
Как показано в [4 ], условия (4) можно представить в виде

1
<Pn(f<) Я = #(/»),

O, I=l, ... , П, у

. 2t— l
*, = COS ~2K~"' J

где ядро s) определено равенством (9) из [4 ], а
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2n-l
Фn{t)=2^ak Qm+h{t). (3')

h=o

Обозначая и принимая во внимание (3'), можем напи-
сать теперь систему коллокации (4) следующим образом:

2n—l Г 1 1 \

J£ak I Bh{ti) Я,/R{ti, s)6h{s)ds = y{ti),
h—o *- -1 J

(4")
2n—l v '

(/i) =O, i=l,.. . , П,
k=o

, 2i 1
ti = eos —~ JT.2n

Тогда, очевидно, возмущенная система коллокации, получающаяся
практически при составлении системы (4), может быть записана в
форме

2п—l_ г 1 1J£ah | бk{ti) X /R{ti,s)6h{s)ds -f уih = y{ti) + yi
,

h=o 1 -1 J

JS Я»[в'*(*o+ v'rt] =O. «= 1. ...., n, f (5)
fe=o

. 2i 1<i = COS—2Г" Л - !

Обозначим через Г 2п матрицу погрешностей уть и у'гь, а через г/ (2п>
вектор погрешностей свободных членов. Под символом ||Z2nll для мат-

рицы Z27» = {Zij)i==i,...,2n будем подразумевать max а под
j=i, ...,Zn i j

символом l|W(2n)ll для вектора щ 2п) = {щ, u-2, ..., Ü2n) норму max I«i,!.
i

Пусть, кроме того, xn {t) есть полином типа (3) с коэффициентами, удо-
влетворяющими возмущенной системе коллокации (5). Тогда имеет
место

Теорема. Если координатные полиномы Qm+h{t) таковы, что их
m-е производные ортонормированы по весу a>{t) 0 на отрезке
[ —l, I], то метод фейеровской коллокации (3) (4) устойчив в следую-
щем смысле : найдутся такие не зависящие от п постоянные pj, qj
(/ = 0,1,2, .

tn) иг, что для п п0 и при ЦГ 2п|l г возмущенная
система коллокации (5) однозначно разрешима и имеют место неравен-
ства

c[-i, 1] Pill Гап N + qi\\y&n)\\,

j= 0,1, ..., тп.

Доказательство. Положим
2п-1

Ri(s ) = —(X)- 1 õfe (s) о) (s)yih,
h—Q

2n—l
Ri (s) = (А,) - 1 öft ( s ) (0 ( s ) y'ih.

fe=ö
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Тогда систему (5) можно записать в виде
2n— l „ Г 1

.
12аJ ök ih) - X/ [R ( и , s) +Яг(5) ]6fc(5) ds\ = y {U) + yit

h=o 1 -1 J

ah jö/

Ä /#i(s)6 fe (s)ds j= 0, i=l, ...,Щ
h= o ' л —1 J

, 2i 1
ti = eos —x Jt.2n

Отсюда, перегруппировав члены, получаем

f [R{ti,s) + Ri{s)]yn {s)ds = y{ti) + yt,
-i )

>

1
__

ф 'n (ti) —Kf Xi (s)q)n (s) ds =O, i= 1, ..., n,

2(1-1
„

где cp n (0 = ak ök {t).
k=o

Пусть A {f{t) {i = 1, ..., n) и (i =1,.. ~ n) суть алгебраи-
ческие полиномы степени 2п —1, удовлетворяющие в точках =

2i I
= cos —2^— я условиям:

и(»)„ Л_ Л при /= г,
Г д(п)., л у_ / 1 при j= i,

г ' 10 при jф i\ г j to при jф i\
{ti) (^0[Лг (г*,,) ]' =В{ ( tj ) = 0 при i,j= 1,2, ..., п. Тогда для любого поли-

нома P{t) степени не выше 2п —1 имеем

2 р (U ) ЛГ 1(0 + Р' (ti) вГ(0 = P(t). (6)
i= l

Умножая первые п уравнений системы (s') на соответствующие
а следующие уравнения на соответствующие ZTn) (/), суммируя полу-
ченные равенства и учитывая (6), получим уравнение

Фп Я / /?n(*,s)<pn (s)fik = МО. ( 7 )
-1

где

Än (f, s) = ü [В (4 s) + Rt(s) ]АГ 1 (О -J- Pi(s)B
<

(8)
2=1

МО = [y(ti) + yi]Ai \t)
.

i= 1

Очевидно, что решением этого уравнения является полином вида
(3') с коэффициентами, удовлетворяющими системе (5). Проведя над
уравнениями системы (4' )аналогичные преобразования, получим урав-
нение, эквивалентное названной системе,

Фп —Я J R n {t, s)yn {s)ds = fn{t), (9)
-1



398 Ю. Ярцев

где

Rn(t, s) = J£R (U, s) A -n) {t) ,

i— l
„

(10)
Мo=-2г/№М?”(0-

i=l

Обозначим теперь через Tn интегральный оператор с ядром (8) и
через Тп интегральный оператор с ядром (10). Тогда уравнения (7) и
(9) можно будет представить в форме

Япфп =(£ hfn )q>n =fn (7')
и

НпЦ>п = (Е }Jn )(pn = fn (9')
соответственно (Е тождественный оператор).

Как показано в [4 ], операторы Нп = Е —Un {п = п O ,
nQ -\- 1, ...)

обратимы, причем ЦЯ- 1 )! Л оо, Я-I е[С[—l,l]-^С[—l,l]]»
где А некоторая постоянная, не зависящая от п (см. соотношение
(16) из [4 ], Фп Т = Тп). Рассмотрим теперь операцию Я„. Имеем

Яп = Х,{Тп —Тп ) + Яп.
но

llX(7’n Тп) || =.|Я| max s)\ds^
fe=[-1, 1] -1

f n , . 1 2n—l
< max 12;.45n) (0/|^;cö(s)6ft(s)Yt-fclds-f

(e[—l, 1] L г=l —1 fe=o

n , . 1 2n-l 1

+ 2 |Bi (<) I /lü»W&(s) v'«J *J •

г=l —1 fe=o J

Применяя теперь неравенство Буняковского и учитывая ортонормиро-
ванность полиномов бk{s), получаем

i 2п -1 1 2n—l
Л JE M{s)6h{s)yik\ds = J yto(s) 1 J£J]/co(s) Bk{s)yih\ds <

-1 ft=o -1 h= o
Г 1 l'h f 1 [2(l-1 -|2 у/г

<[/ (0 (s) ds J jf00 (5) JŽJök(s) yik Jds j =

Г 1 IV* Г 2n~l 2 17*
= [_/ö)(s)rfs j [ JŽJyfk J .

Аналогично
i 2n—l г 1 TVs J~2n—1 ~ 11/tf\JE(ü{s)bk{s)y'ik\ds < I f(o{s)ds LŠyife I .

-1 ft=o L -1 J L ft=0 1

Учитывая далее, что

iUnV)=i, ipi"’(oi<i,
i=l t=l

имеем

||Я,(Г„ — f„)|| 2[ }a>(sjdsj7 ’

ÜFjnir = ЙИГгпИ. (И)
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Пусть матрица погрешностей Tzn такова, что

lir 2Js£(Q4)-‘|3 =r, o<р < 1. (12)
Тогда

11Я(Гл --7 ;„)|Кр||/^I ||“ 1
.

и на основании известной теоремы об обратимости линейной вполне
гг-1непрерывной операции существует операция г1п , причем

I!Яп"‘lКг4(l-р)-‘. (13)
Итак, для п n.Q и при условии (12) операция Н п обратима, а это

значит, что при названных условиях возмущенная система коллокации
(5) однозначно разрешима.

Из (8) и (10) следует

fn = fn + 2 у,ATUt).
i=l

Учитывая это равенство, а также (7') и (9'), можем написать

Нп (фп фп) = Л{Тп Тп) ф п -j- UiA-i ( t ) ,

г—l

откуда

11<ря-<р»11 ЦЯп‘|| ГПЛ(Г„-Г„)|| ||ф„|| + ui;г/А(п) willL г=l J

(для функций берется норма в пространстве С[—1, 1]).
Принимая теперь во внимание (11) и (13) и учитывая, что

11ф«Н 5S цн7|| 11Ы1 <Л||у|| и ||^йЛГ(<)lКll»(г»)l|.
г=l

получаем

!Iфп фгг II р\\ Ггп 1! “Ь *7ll*/(2n)||, (14)
где

р = Л*0(1 - р)-%||. q=А (1 - р)-1.

Однако полиномы хп и хп удовлетворяют граничным условиям (2), а
их m-е производные равны ф п и ф п соответственно. Поэтому можем
написать

1 1
J g{t,s)yn {s)ds, хп = Jg{t,s) 4>n {s)ds

-1 -1

dm
(g(t,s) функция Грина оператора ■ при условиях (2)). Из этих
равенств с учетом (14) вытекает, что

И-КгР *n^il C[_i J] Ргl!Г 2nli -f- ЯЛУ(2п)\\, I=o,. . . , 171,

где

Pi = р max f\JL.g(tt s) ds, t= 0, ..., m— 1,
lef-I,l] -1 ' Ul
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1
Г di

qi = q max J -r— g{t,s) ds, t=0,1,

pm == Pi qm q-

Этим теорема доказана.
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/. JARTSEV

FEJERI KOLLOKATSIOONIMEETODI STABIILSUSEST

Artiklis vaadeldakse Fejeri kollokatsioonimeetodi stabiilsust rajaülesande (1) —(2>
puhul.

/. JARZEW
ÜBER DIE STABILITÄT DER FEJERSCHEN KOLLOKATIONSMETHODE
Im Artikei wird die Stabilität der fejerschen Kollokationsmethode für die Lösung der

Grenzaufgabe (1) (2) betrachtet.
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	Рис. 1. Структура программы.�мпературы в длинноволновой области спектра ОВ; 2 в коротковолновой области. а кристалл 243-2; б 214-1; в 246-2. Тм температура максимума ТВ
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