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Г. КАНГРО

О Л-СО ВЕРШ ЕННОСТИ МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯХ. II

Соответственно заданной последовательности Я = {Я п } с O<Я„ f на основе
результатов I части настоящей статьи ['] вводится понятие о Я-совершенном мат-
ричном методе суммирования. Устанавливаются необходимые и достаточные, а также
(в некотором смысле более эффективные) достаточные условия для того, чтобы
Я-консервативный и Я-обратимый метод А {anh ) с 2 а п и const ф 0 был Я-совер-

k
шенным. С помощью этих условий показывается, что важнейшие с точки зрения
практики методы суммирования (регулярные методы Чезаро, Эйлера—Кноппа и
Риса) являются Я-совершенными, если они Я-консервативны. При решении прямых
задач теории Я-суммируемости возникают затруднения в связи с изучением вклю-

чения caczcb, вто время как изучение включения сл с= тв сравнительно
проще. Для Я-совершенного метода А устанавливаются необходимые и достаточные
условия для того, чтобы из второго включения вытекало первое. Эти условия просты
в том смысле, что они не зависят от специальной структуры метода А. В качестве
примера рассматриваются множители суммируемости класса (А\ Bv).

§ 3. Необходимые и достаточные условия для Я-совершенности

1. Метод суммирования А называется совершенным (см. [2 ], с, 40),
если последовательности e v, е составляют основное множество (т. е.
множество, линейная оболочка которого всюду плотна) в поле сумми-
руемости сл метода А. При изучении Я-суммируемости полезным ока-
зывается следующее обобщение понятия совершенности.

Определение 2. Метод А называется к-совершенным
, если мно-

жество Е = (e v, е, е*•} является основным множеством в поле Я-сумми-
руемости сл метода А.

В определении 2 предполагается, что

Е а са- (21)
Из условий 1° и 3° леммы 3 вытекает, что условие (21) выполнено,
если метод А является Я-консервативным. Если Яп = 0(1), то Я-совер-
шенность превращается в совершенность.

В дальнейшем допустим, что метод А = ( а пк ) удовлетворяет усло-
вию

JŽJ anh =а, (22)
h

где а отличная от нуля константа. Условию (22) удовлетворяют
многие имеющие практическое значение методы суммирования (напр,,
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методы Чезаро, Риса, Вороного —Нёрлунда, Эйлера—Кноппа, Валлэ—
Пуссэна, Бернштейна—Рогозинского, Гронуолла, Херлестама, Лотоц-
кого, Якимовского и др.).

Отметим, что если метод А удовлетворяет усло-
вию (22) иük О, афО, то Л является если в под-
поле Па имеет место слабая сходимость по отрезкам. Действительно,
положив

х0 = х е --ех
,а а

где по-прежнему
Т] I{ШТ] П, Г\п = Clnk^h,

V Л V (23)у = 11Ш \п, Уп =Ап (Т|п Т|) ,

ввиду формул (22) и (12) находим, что из следует хo^пх
А

.

Тем самым в точке Хо = согласно предположению имеет место
слабая сходимость по отрезкам, вследствие чего последовательность

при слабо сходится к х. Но тогда х принадлежит к замыканию
линейной оболочки множества Е и, следовательно, Е основное mho-

д.жество в поле с А -

Например, метод взвешенных средних Риса {R, р п ) с р п 0 и
lim (1 /Р п ) 0 является если он Дей-
ствительно, условия (22) и cik = 0 выполнены. При применении след-
ствия 2 к методу {R, р п) мы видели, что в подполе п\ имеет место
слабая сходимость по отрезкам, причем аь. = 0. Но поскольку метод
{R, р п ) в данном случае (см. пример 1), то аФ 0.

Отметим, что слабая сходимость по отрезкам в подполе п\ имеет
место только у немногих методов суммирования. Поэтому важно уста-
новить более слабые условия, обеспечивающие Я-совершенность.

2. Следуя Э. Юримяэ [ 3 ], будем называть метод А = (ank ) мето-
дом типа Р, если система уравнений

akt + JEankdn = 0 {k =O, 1, ...),
П

где / 0 при корегулярном IА, имеет в пространстве / лишь тривиаль-
ное решение t~dQ = d\= ... =O. Известно, что обратимый консер-
вативный метод А совершенен тогда и только тогда, когда А метод
типа Р (см. [3 ’ 4 ]). При этом метод А называется обратимым, если
уравнение Ах = у имеет единственное решение при всех у е с.

Метод А будем называть ‘к-обратимым, если уравнение Ах = у
имеет единственное решение при всех у е с х

. Например, треугольный
метод Я-обратим тогда и только тогда, когда он нормален. Если
Яп = 0(1), то Я-обратимость превращается в обратимость. Если А
является Я-обратимым, то метод А~\ преобразующий Д/С-пространство
сх в F /(-пространство с\, непрерывен (см. [2 ], с. 29). Поэтому для
любого непрерывного линейного функционала fиз с х

А имеем

1 Для корегулярного метода А понятие метода типа Р совпадает с понятием
метода типа М, введенным Дж. Д. Хиллом [ s ].
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f{x) = f(A~ ly) = g(y) {у = Ах),

где g = fA~l непрерывный линейный функционал из пространства
сх

. Тем самым непрерывный линейный функционал fиз сх
А

при Я-об-
ратимом А в силу леммы 2 имеет следующий общий вид 2 :

f{x) = dr\ -f ty -f nyn, JZ\dn\<oo, (24)
n n

где г), у, yn определяются соотношениями (23).
Теорема 2. Если кп ф 0(1), то Я-обратимый и к-консервативный

метод А, удовлетворяющий условию (22), является к-совершенным
тогда и только тогда, когда метод Ж = (a nk ), определяемый формулой
(11), является методом типа Р.

Доказательство. Множество Е {e h, е, ех} является основ-
хным в поле са тогда и только тогда, когда из соотношении

f(ek ) =O, f(e)= 0, f (ех) = 0 (25)

вытекает f(x) =0 при всех хесIА, 1А , где f определяется формулой
(24) Положив в (24) вместо х поочередно А~ х А~ 1 е и А~ х ех

, заклю-
чаем, что условие f(x) =0 при всех хе с\ равносильно условиям

d : t ■ dл —O.

Остается выяснить, когда последние условия вытекают из (25).
Ввиду (22) условие f(e) =0 дает ad =O, откуда в силу аф 0

следует d= 0. Поэтому условия f(eh ) —O, f(ex ) 0 ввиду предпо-
ложения к п ф 0(1) приобретают вид

ant + ctnkdn —O, (26)
п

nt -|- cLnkdn = 0, (27)
п k

где S \dn\ С со. Поскольку метод А является А-консервативным, то в
силу леммы 3 метод Ж консервативен и, следовательно,

JEJ|anft| = 0(1), [aft) <C 00.
h k

Поэтому, просуммировав равенства (26) по =O, I, ... и вычитая
результат из равенства (27), находим

= 0. (28)

Аналогично из условий (26) и (28) вытекает (27). Тем самым условия
(25) равносильны условиям d= 0, (26) и (28). Согласно понятию
метода типа Р множество Е основное в поле с х

А тогда и только тогда,
когда 91 метод типа Р. Теорема доказана.

Таким образом, 7,-обратимый и Я-консервативный метод А, удовлет-
воряющий условию (22), Я-совершенен при к п ф 0(\) тогда и только
тогда, когда система уравнений (26), где t 0 при Я-корегулярном А,
имеет в пространстве I лишь тривиальное решение t— d 0 =d\ =

Пример 4. Если А = (R, р п ) срп ф 0 является Я-консервативным
методом Риса, то условие (26) принимает вид

2 Ср. формулу (9).
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ca h—i
6't + 2K{Pn —ö) dn ö2J hndn = o,

n—k n=o

где ö = 6' = lim кп {Рп^ — 6). Поскольку выписанное
условие справедливо при всех k = О, 1, . . .

, то, вычисляя разность по
к, находим

khPh dk О,

откуда dk = 0 и, следовательно, t = 0 при б' ф 0. Согласно теореме 2
отсюда вытекает, что к-консервативный 3 (Яп метод Риса
{R, Рп) с р п Ф 0 является к-совершенным тогда и только тогда, когда
он к-корегулярен, или к-конулевой с б' ф 0.

Пример 5. Если А = {Е, q) с q~> 0 является Я-консервативным
методом Эйлера—Кноппа, то он Я-корегулярен согласно примеру 3.
Поэтому условие (26) принимает вид

J:>.n{")p”d» = 0, (29)
n—k

где p = i7/(<7+l). Левую часть равенства (29) можно рассматривать
как умноженную на множитель p h/k\ производную порядка k от степен-
ного ряда

y(z) = 2J^ndnzn
t 2\dn\<oo (30)

n

в точке z р. Покажем, что радиус сходимости R ряда (30) больше р.
Действительно, ввиду Я-консервативности метода (£, q) из (18) имеем

x"pn#£)w= 0(1 >-

откуда Яп o{р~п) и, следовательно,

М l+ ТГ=^(*)(т)' =0(,) -

Так как 2 \dn \ < 00, то R> р.
В силу равенства (29) имеем <p(fe) (p) =0 для всех k = 0, 1, ... и,

стало быть, ф (г ) =o,т. е. kn dn =O, откуда dn =O. Согласно теореме 2
отсюда вытекает, что к-консервативный 4 (Яп=#=o(l)) метод Эйлера —

Кноппа (E,q ) с q > 0 является к-совершенным.

§ 4. Достаточные условия для

1. Поскольку в поле с х
А имеет место покоординатная сходимость,

то элементы lk последовательности л: = {lk} представляют собой непре-
рывные линейные функционалы из с' А . Поэтому для Я-обратимого
метода А ( ank ) согласно формуле (24) имеем

= dnr\ 4- tny -f- У] dnkyk, \dn h\ <C 00,
k k

3 Вторая часть утверждения несправедлива при Я п = 0(1), поскольку тогда
б' —O, а метод {R, р п ) ср п фO, как легко показать, всегда совершенен (ср. [ s ]).

4 Утверждение справедливо и при Я п == 0(1) (см. [ 7 ]).
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где ц, у, уь определяются соотношениями (23). Если у = e v, то из по-
следнего равенства находим

En == dnvhy.

Следовательно, при =rfftvXv, r| n = 6nv уравнение Ах = у превраща-
ется в тождество

cinhdhv'kv = бп\, (31)
fe

откуда следует, что матрица ( dnhkk) является правой обратной к мат-
рице А. В терминах dnu можно сформулировать достаточное условие
того, чтобы 21 был методом типа Р.

Теорема 3. Если ХпФ 0{ 1) и Х-консервативный метод А = (а пл)
имеет правую обратную матрицу (dnkkk). то метод 21 = (апь) является
методом типа Р, если

Г метод 91 корегулярен и hndnk = ОДI)
или

2° метод 91 конулевой, 3 lim Хпдпк и при некотором k.
П

Доказательство. Покажем, что при условии hndnk=Ok{ 1)
матрица ( \n dnk ) представляет собой правую обратную к матрице 21.
Действительно, ввиду метода А метод 21 согласно
лемме 3 консервативен, вследствие чего

! == 0\ ( 1 ) •
к

Ввиду формулы (11) и условия к п ФО{ 1) отсюда следует
Игл ia nk ak ) dky = О
n к

и в силу формулы (31)
= 0.

к
Тем самым на основе формулы (31) получаем

С == Ап ( an h öfe) dk\ :== A.n CLnkdh\ == 6nv.
k k k

Доказательство теоремы теперь завершается следующей леммой.
Лемма 5. Консервативный метод 21= (anfe) с правой обратной

матрицей (а'

Пк) является методом типа Р, если
1° метод 21 кдрегулярен и a'nk = 0&(1)

или
2° метод 21 конулевой, 3 lim а' п ь иah Ф 0 при некотором k.

П

Доказательство. Из равенства (26) получаем
*

CtfeCl feyl "Т" О. k\ I CLnkdn —О,
h fen

откуда
ctfeci'k\t -|- (К =O, (32)

fe

ибо ввиду консервативности метода 21 и предположений аД У =Оу (I),
2 \d n\ << oo допустима замена порядка суммирования.

Если 21 корегулярен, то t = 0 и из (32) вытекает dy = 0. Если же
21 конулевой, то в силу консервативности метода 21 согласно теореме
Кожима—Шура (см., напр., [ 6 ], с. 12—13) находим
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О== lim бnv = lim anka'kv = q(21) Hm a + JEаьа'*у = aua'hv.
n n k kk h

Тем самым из (32) следует dv = 0, а из (26) akt = 0. Так как при
некотором k имеем ak Ф 0, то t 0. Этим лемма доказана.

Часть 1° леммы 5 по существу доказал С. Мазур [7 ].

Пример 6. Метод Чезаро А = (С, а) с а>o является
мым, причем для элементов обратной матрицы А~ х имеем

.
. л а *

—а—l
UnhXk == •

Если метод (С, а) является А-консервативным, то Х п о[п-\- 1) (см.
[ B ]) и при имеем

*»<*.»==о(1),
Afe

Кроме того, А-консервативный метод (С, а) согласно примеру 2 А-коре-
гулярен. Тем самым из теорем 2 и 3 вытекает, что Х-консервативный 5

(Ап Ф 0(1)) метод Чезаро (С, а) с а > 0 является Х-совершенным.
2. Рассмотрим метод Риса (Д х, Рп ) целочисленного порядка х>> О,

определяемый в виде преобразования последовательности в последова-
тельность нижней треугольной матрицей с элементами

К
O-nk == АкУ uh,

где

Yn
“

i== ( l-JTT ){ I-_Йд) Pn=MPk¥=o '
Для изучения A-совершенности метода {Р я. р п ) нам понадобится

Лемма 6. Если метод Риса {Ря, рп ) срп 0 является Х-консер-
вативным, то он X-корегулярен, если б = lim Р~ х =O, и Х-конуле-
вой, если б ф 0 и существует предел

д' = Игл Ап {Рп + Рn+i "Т •• • -f- Рп+х—l хб) .
п

Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи 6= 0 и
б Ф 0.

1) Если 6= 0, то ah =O. Покажем, что из А-консервативности
метода (/?*, р п ) вытекает 6 Ап = о(Рп ). Действительно, поскольку

апк =i; Pi- 1). (33)
V=l

где
Cnv == {PnPra+l •• • P-n+v— l) 1“h• • • {Rn+x—\Pn+x—v+i •• • P n+x— l)

то из оценки Х па по=o{\), вытекающей из A-консервативности метода
{Rx, рп ), следует Х п = o{Рп ). Тем самым 2 рп/Хп = сю. В силу фор-
мулы (И) с помощью преобразования Абеля получаем

5 Утверждение справедливо и при Х п 0(1) (см. [ 7]).
6 Из доказательства следует, что условие Х п = о{Р п ) имеет место и тогда,

когда метод (/?, р п ) сохраняет А-ограниченность.
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= -rU (34)
Д=o Гп

где

Y Ч 1 U ч- A D a &nk Р\Qn JJ Onksk, Onk = г n tS.h~— , Sft 2j y— .

k=o Pb V=o

Применяя формулу разности произведения, находим

bnh ==: PnAh {Рп Т 7?.+l'Yn+2,feY?i,k+l ~j~ •••“Ь Р?г+х— ==:

J JJ— J ■ jj 2 j[ jj О

=I тг “1“ ?i-f 1 (^n-f2,&Y n:k"H 4“ Yn 4” ••• 4“
, n—l X—l ,

T •* J>

где

(2?гй. = Ahy-nk (v =l, 2, ...,X —1) .

Отсюда заключаем, что

bnkS=o, limftnü =O, jtbnh =Pn—> 1
71

Ä=o

и, стало быть, —>■ 00. Ввиду метода (Ях, Pn) из
(34) следует Xn = o{Pn).

Из формулы (33) теперь вытекает, что аь =O. Тем самым метод
(Ях. P?i) в силу леммы 4 является у\,-корегулярным.

2) Если б ф 0, то из (33) на основе формулы (11) получаем

1 X
ÖTife =—7 - ( 1) v *Атг Cv ) {Pk Р ti—i)

,Aft V=l

где

-O'
Ввиду существования предела б' после небольших выкладок находим

Иш Хп (c„ v Cv) =(*
_

J) õv—I б/ (v =I, 2, ~., x)

и, следовательно,

(71 OO £
\

>7 ctn/i А/n -г—1
ft=o ft=7l+l

=jš (— i) v~‘ ( *Z ?) 6V~‘s' 2• =

= JSofe.
h
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чем показано, что при бф О метод (Д х , р п ) является Я-конулевым.
Лемма доказана.

Пример 7. Метод Риса А = (Д х, рп) ср п > 0 является Я-обра-
тимым, причем для элементов обратной матрицы А- 1 имеем a'nh = О
при п> k -f- х (см. [ 9 ], с. 94 и [6 ], с. 50), откуда

lim 'kndnk =—- Hm kna'nk 0.
n kk n

Согласно лемме 6 и теоремам 2и 3 к-консервативный 7 (кп фО( 1))метод Риса (/? х, р п ) с р п > 0 является к-совершенным, если 6= 0 или
б oиб'ф 0 (в последнем случае aö = /7oAõ~V(l бро) х~1 Ф 0).

§ 5. Применение понятия Я-совершенности

1. Следующая теорема служит основой для многих приложений по-
нятия Я-совершенности.

Теорема 4. Для к-сов ершенного метода А и произвольного мат-
ричного метода В импликация

А. J* X |хс А а Шв =ф- с А с= св (35)

справедлива тогда и только тогда, когда
Вву,, Be, Вех <= с»1. (36)

Доказательство. В силу Я-совершенности метода А имеем ех,
е,

Поэтому из (35) вытекает (36), т. е. условие (36) необхо-
димо. Для доказательства достаточности условия (36) рассмотрим
функционалы Д из пространства с\ с

\п (*) =Цп (£п £)
,

где
4>тг == С, === Иш £п, В= {Ьnk) ,

X = {^/{}.
k п

Так как в пространстве c h
A имеет место покоординатная сходимость,

то £п, а также Д есть непрерывные линейные функционалы из прост-
ранства сФ Ввиду включения в левой части (35) из следует
х /?гч , вследствие чего последовательность {Д} ограничена в
каждой точке пространства с\ . Согласно принципу равномерной огра-
ниченности последовательность {Д} равностепенно непрерывна. В силу
условия (36) последовательность {Д} сходится на множестве {e v, С ех ],
являющемся основным в пространстве с г

А ввиду Я-совершенности ме-
тода А. По теореме Банаха—Штейнхауса последовательность {Д} схо-
дится на всем пространстве сх

. Другими словами, и, сле-
довательно, с% а . Теорема доказана.а в

Примечание 1. При pn = 0(1) импликация (35) тривиальна,
ибо в этом случае =с. Аналогично доказательству теоремы 4

7 Из лемм 5 и 6 вытекает, что утверждение справедливо и при Х п 0(1) (см.
первый абзац § 3 п. 2).
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можно показать, что утверждение теоремы 4 остается справедливым,
•если при pin 0(1) считать тУ-= т.

Примечание 2. Если А нормальный и В любой треуголь-
ный методы суммирования, то включение с (соответственно
тх с ) справедливо тогда и только тогда, когда С{с х ) а (со-

А В
ответственно С(тД с т^), где С = ВА~Е Методом, которым были ус-
тановлены необходимые и достаточные условия для включения
A{cx ) сz (см. [ 10 ]), нетрудно показать, что для включения
А{сх) а необходимо и достаточно выполнения следующих условий;

1° 3 limani = ak ,

п

2° Лее /Ш1
,

з°
к **

Г |а»ь- а*! 0(1),
k h

где А (a nk) . Если условия Ап Ф 0(1) и \х п = 0(1) не выполняются
одновременно, то 1°—4° совпадают с необходимыми и достаточными ус-
ловиями для включения А(тх ) cz т& (см. [B ]) и, следовательно,

X Ц X р. /г,~\сad тв <=> тА с= тв. (37)
Нетрудно проверить, что соотношение (37) справедливо и в случае
Яп=й=o(l), р п = 0(1), если считать = т при pt = 0(1). Итак,
в случае нормального метода А и треугольного метода В в теореме 4
соотношение (35) можно заменить соотношением

х ц хмHIa czmB =Ф- Са с= Св,

если при р п = 0(1) считать 8 = т.
2. Применим теорему 4 для нахождения множителей суммируемо-

сти класса (А\ В**) . При этом предположим, что метод В задан в виде
преобразования ряда в последовательность матрицей ({JW).

Теорема 5. Если метод А является А-совершенныма для ме-
тода В существуют пределы lim р п ь рь, то еп (А\ тогда и

П

только тогда, когда
1° 8 п <^(А\Во},

2 3 Игл \iri (Pnft Ph) Bfe.
n

3° ей ( J является В^-суммируемым.
k \ Afe Afc-i /

Доказательство. Пусть D метод суммирования, определен-
ный в виде преобразования ряда в последовательность матрицей
(РлШг). Соотношение еп е {Ах , справедливо тогда и только тогда,
когда

р х
Cd СА

(ср. [ 6 ], с. 148). Согласно теореме 4 последнее соотношение имеет
место тогда и только тогда, когда

8 Следует иметь в виду примечание 1.
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т° сА » (38)
De v, De, De 1 е cv.

Условие (38) это условие 1° теоремы. Условия De <= оавно-
сильны условию 2° теоремы, а условие De x <= cv это условие 3°. Тео-
рема доказана.

Примечание 3. Если А нормальный и В треугольный ме-
тоды суммирования, то из примечания 2 вытекает, что условие 1° тео-

X ц
ремы 5 можно заменить на условие гп^{А0.В0 ), если при цп =

= 0(1) считать mv m.
Если 9Яп = О(1), то условие 3° теоремы 5 сводится к условию 2°

при к —O. Если же pi n = 0(1), то условие 2° теоремы 5 выполнено.
Множители суммируемости класса (Ч\ Bv) известны лишь в этих част-
ных случаях для методов Чезаро и взвешенных средних Риса J4O - 11 ], в
то время как множители суммируемости класса {А O,

В 0 ) установ-
лены в более общих предположениях относительно Я, р, и В (см. [B ],

теоремы 2 и 3). При этих общих предположениях из результатов
статьи [B ] с помощью теоремы 5 и примечания 3 без труда получа-
ются множители суммируемости класса {А\ Bv), в частности основные
результаты работ [ lo> п ].
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G. KANGRO
SUMMEERIMISMENETLUSTE JA SELLE RAKENDUSTEST. II

Maatriksmenetlust A nimetame Я-perfektseks, (Я={Я В }, o<Xnf). kui jadad
e, e ь moodustavad summeerimisväljas с л põhihulga [’]. Tuletatakse tarvilikud ja piisa-
vad, samuti ka (teatavas mõttes efektiivsemad) piisavad tingimused selleks, et Я-põöra-
tav ja Я-konservatiivne menetlus A=(a ßfe ) oleks Я-perfektne, kui 2 a n h = const фО,

1 • ь
Nende tingimuste abil näidatakse, et mitmed praktiliselt tähtsamad (regulaarsed Cesäro,
Euleri-Knoppi ja Rieszi) menetlused on Я-perfektsed, kui nad on Я-konservatiivsed. Vaa-

Я> Цdeldakse Я-perfektsuse rakendusi sisalduvuse c a czcb uurimisel.

9 Достаточно положить Х п = 1.
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G. KANGRO
ON Я-PERFECTICITY OF SUMMABILITY METHODS AND ITS APPLICATIONS. II

A matrix summability method A is said to be h-perfect (Я = {Я„}, o<Яп|) if the
Xset of sequences {ev , e, еЦ is fundamental in ca[']- Necessary and sufficient and in a

certain sense more effective sufficient conditions for the Я-perfecticity of a Я-reversible
and Я-conservative method A ( a nk ) with S a n k const Ф 0 have been obtained. By

к
means of these conditions, Я-perfecticity of some practically most important summability
methods (regular Cesäro, Euler-Knopp and Riesz methods) has been established in case
the methods are Я-conservative, Applications of the Я-perfecticity to the investigation of

к ц.the inclusion c A <= c B have been considered.
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	Рис. 1. Структура программы.�мпературы в длинноволновой области спектра ОВ; 2 в коротковолновой области. а кристалл 243-2; б 214-1; в 246-2. Тм температура максимума ТВ
	Рис. 2. Время загрузки модулей в зависимости от располагаемого объема оперативной памяти для алгоритмов Фl, Ф2 и ФЗ.�Я�尀甀　　㌀㄀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㐀戀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㄀攀尀甀　㐀㄀㈀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　　㌀㜀尀甀　　㌀㜀尀甀　　戀　尀甀　　㈀　尀甀　㐀㄀愀尀甀　　㌀戀尀甀　　㈀　尀甀　　㌀㈀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　　㌀㤀尀甀　　㌀　尀甀　　戀　尀甀　　㈀　尀甀　㐀㄀愀尀甀　　㌀戀尀甀　　㈀　尀甀　　㌀㌀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㐀戀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㈀㈀尀甀　㐀㄀㈀尀甀　　㈀攀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀　尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀戀尀甀　　㈀　尀甀　　㌀㈀尀甀　　㌀㐀尀甀　　㌀㌀尀甀　　㈀搀尀甀　　㌀㈀尀甀　　㌀戀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㄀尀甀　　㈀㄀尀甀　　㈀　尀甀　　㌀㈀尀甀　　㌀㄀尀甀　　㌀㐀尀甀　　㈀搀尀甀　　㌀㄀尀甀　　㌀戀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　　㈀　尀甀　　㌀㈀尀甀　　㌀㐀尀甀　　㌀㘀尀甀　　㈀搀尀甀　　㌀㈀尀甀　　㈀攀Ā�﷿�������䔀刀䔀 匀攀爀瘀椀挀攀一愀洀攀 㴀 ✀开倀刀伀䐀㐀开䐀圀匀爀瘀㈀开匀爀瘀开倀刀伀䐀㐀⸀琀砀

	К ИСПОЛЬЗОВАНИЮ ДИНАМИЧЕСКИХ МАССИВОВ В ИНЖЕНЕРНЫХ СИСТЕМАХ ПРОГРАММИРОВАНИЯ�〱‰⸰〠〮〰‷⸹㐠㘹⸴㌠㘶㠮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晢〰㄰〳〲〲晦〲昳〲昶〳〱〳〹〲昶〲晥〲晥〲晦〳〲〳〳〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㤳‰⸰〠〮〰‱〮㜷‱㐱⸷㈠㘶㤮㐲⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晤〲昶〳〳〲晦〲昵〲晦〲昳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮㌶‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄸ〮〰‶㘸⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㈰㌰㐰㉦搰㉦搰㉦㤰㌰㄰㉦昰㉦㌰㉦㄰㉦攰㉦㤰㌱〾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਷⸱㐠〮〰‰⸰〠㜮㘵′㐲⸰〠㘶㠮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮㌳‰⸰〠〮〰‷⸰㤠㈵㌮〰‶㘸⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㘰㉦㘾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਷⸹㠠〮〰‰⸰〠㜮㤴′㘷⸰〠㘶㠮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〰〳〱〲昹〲晤〲昶〲晥〲昶〲晥〲昹〳㄰〳〶〰ㄱ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊㄴ⸱㜠〮〰‰⸰〠㌮㐰″㈶⸰〠㘷〮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰ㄲ〰ㄲ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮㘸‰⸰〠〮〰‸⸲㈠㌶ㄮ〰‶㘸⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〱㘰〱戰〱㐾⁔樍੅名ੑഊ4㍢屵〴㌸屵〴㍤屵〴㌸屵〴㌸⁉
	Зависимость времени умножения матриц (представленных в виде динамических массивов) от предоставленной для них оперативной памяти.�昰〴㜾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸰㈠〮〰‰⸰〠㜮㤴‱㔱⸰〠㘶〮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㔰〰㔲〰㐷〰㐸〰㑦〰㔶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮㄰‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄸ㌮〰‶㘰⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〴㐰〵㄰〴㜾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸴㠠〮〰‰⸰〠㠮㈲′〴⸰〠㘵㤮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㑢〰㑣〰㑡〰㑢〰㄰〰㐹〰㔵〰㐸〰㔴〰㔸〰㐸〰㔱〰㐶〰㕣㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮㔰‰⸰〠〮〰‸⸵〠㈶㜮〰‶㔹⸹㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〴㐰〵㌰〵㌰〵㔰〵㈰〵戰〴挰〵〰〴㐰〵㜰〴挰〵㈰〵ㄾ⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਸ਼⸵〠〮〰‰⸰〠㠮㔰″㔵⸰〠㘶〮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰ㄷ〰ㄵ〰ㄴ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㈸‰⸰〠〮〰‱〮㐹‱㌮〰‶㌳⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〵㜰〴戰〴㠾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਱〮㐴‰⸰〠〮〰‱〮㐹″ㄮ〰‶㌳⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〴㘰〴戰〴㐰〵㔰〴㐰〴㘰〵㜰〴㠰〵㔰〴挰〵㘰〵㜰〴挰〴㘾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਱〮〵‰⸰〠〮〰‱〮㐹‹㠮㜲‶㌳⸲㜠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〴昰〴㠰〵㄰〴愰〵㜰〴戰〵㘾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸴㜠〮〰‰⸰〠㄰⸴㤠ㄳ㠮㈸‶㌳⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〵㈰〴㤾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਱ㄮ〱‰⸰〠〮〰‱〮㐹‱㔱⸲㠠㘳㌮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㔹〰㐴〰㔵〰㑣〰㐴〰㔷〰㑣〰㔲〰㔱㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㐷‰⸰〠〮〰‱〮㐹‱㤸⸲㠠㘳㌮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㔲〰㐹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊㄱ⸵〠〮〰‰⸰〠㜮㌷′ㄱ⸰〠㘳㈮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㕣〰㑣〰㑤㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㌲‰⸰〠〮〰‱〮㐹′㈷⸷㈠㘳㌮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㐴〰㔱〰㐷㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊㄱ⸰㘠〮〰‰⸰〠㄰⸴㤠㈴㤮〰‶㌳⸲㜠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〴戰〴挰〴搾⁔樍੅名ੑഊ���䶵ⴳ


	ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ШТРАФНОЙ КОНСТАНТЫ В ДЕКОМПОЗИЦИИ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ�堀夀娀嬀尀崀帀开怀愀戀挀搀攀昀最栀椀樀欀氀洀渀漀瀀焀爀猀琀甀瘀眀砀礀稀笀簀紀縀缀갠脀ᨠ茀Ḡ☠†℠蠀〠言㤠谀ꠀ윂렀退ᠠᤠᰠᴠ∠ጠᐠ頀∡騀㨠鰀꼀�ꀀﳸꈀꌀꐀﷸꘀ꜀�嘁꬀가관글였뀀넀눀대됀딀똀뜀뤀圁묀밀봀븀Ё⸁�؁쐀씀᠁ሁఁ준礁ᘁ∁㘁⨁㬁态䌁䔁팀䰁픀혀휀爁䄁威樁�笁紁�ԁ⼁ā܁ᤁጁഁ稁ᜁ⌁㜁⬁㰁愁䐁䘁䴁猁䈁嬁欁ﰀ簁縁��퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀耀耀ꀀ��ꀁ、怀ꀀꀀ뀀ခ耀ꀀ耀耀����������耀耀ခခခ�퀁、、倁倁、 瀁倁耀、�老倁瀁、瀁倁、 倁、뀁、、 耀耀耀�ꀀ����耀��怀怀怀老����ꀀ耀�倁ꀀ耀ꀀခ���怀�ꀀ퀁���퀁�ꀀ�ꀀꀀꀀ�怀怀ꀀꀀꀀ�퀁�퀁�ꀀ�ꀀꀀ�耀�����耀�瀁倁倁�ခꀀ倁퀁 ခꀀꀀꀀ��耀 ꀀꀀ�送送送ꀁ、耀、倁、、、、倁、 、瀁、耀�、倁倁瀁瀁瀁瀁ခ倁�、倁倁   �怀�������䀁耀怀������ခ�怀��ꀀ��ꀀ ခခ뀀ခ뀀 ခခ뀀ခ
	О РАСЧЕТЕ ДЛИНЫ ДИФФУЗИОННО-КИНЕТИЧЕСКИХ ФАКЕЛОВ ПРИРОДНОГО ГАЗА�ㄳ〴ㅥ〴㈰〴ㄸ〴㈲〴ㅣ〴ㅥ〴ㄲ〰㈰〴㈰〴㄰〴㈱〴ㅦ〴㈰〴ㄵ〴ㄴ〴ㄵ〴ㅢ〴ㄵ〴ㅤ〴ㄸ〴㉦〰㈰〴ㅦ〴㄰〴ㅣ〴㉦〴㈲〴ㄸ〰㈰〴ㄴ〴ㅢ〴㉦〰㈰〴ㅦ〴㈰〴ㅥ〴ㄳ〴㈰〴㄰〴ㅣ〴ㅣ〴ㅤ〴㉢〴㈵〰㈰〴ㅣ〴ㅥ〴ㄴ〴㈳〴ㅢ〴ㄵ〴ㄹ〰〰〰〰㌰〰㌶〰㘵〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰㌰〰
	Untitled����������������������������������������
	Untitled����������������������������������������
	ОЦЕНКА ДОПУСТИМОГО МНОЖЕСТВА В ЗАДАЧАХ ПРОГРАММИРОВАНИЯ С ВЕРОЯТНОСТНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ�ИЯ�堀夀娀嬀尀崀帀开怀愀戀挀搀攀昀最栀椀樀欀氀洀渀漀瀀焀爀猀琀甀瘀眀砀礀稀笀簀紀縀缀갠脀ᨠ茀Ḡ☠†℠蠀〠言㤠谀ꠀ윂렀退ᠠᤠᰠᴠ∠ጠᐠ頀∡騀㨠鰀꼀�ꀀﳸꈀꌀꐀﷸꘀ꜀�嘁꬀가관글였뀀넀눀대됀딀똀뜀뤀圁묀밀봀븀Ё⸁�؁쐀씀᠁ሁఁ준礁ᘁ∁㘁⨁㬁态䌁䔁팀䰁픀혀휀爁䄁威樁�笁紁�ԁ⼁ā܁ᤁጁഁ稁ᜁ⌁㜁⬁㰁愁䐁䘁䴁猁䈁嬁欁ﰀ簁縁��퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀퀀耀耀ꀀ��ꀁ、怀ꀀꀀ뀀ခ耀ꀀ耀耀����������耀耀ခခခ�퀁、、倁倁、 瀁倁耀、�老倁瀁、瀁倁、 倁、뀁、、 耀耀耀�ꀀ����耀��怀怀怀老����ꀀ耀�倁ꀀ耀ꀀခ���怀�ꀀ퀁���퀁�ꀀ�ꀀꀀꀀ�怀怀ꀀꀀꀀ�퀁�퀁�ꀀ�ꀀꀀ�耀�����耀�瀁倁倁�ခꀀ倁퀁 ခꀀꀀꀀ��耀 ꀀꀀ�送送送ꀁ、耀、倁、、、、倁、 、瀁、耀�、倁倁瀁瀁瀁瀁ခ倁�、倁倁   �怀�������䀁耀怀������ခ�怀��ꀀ
	СПЕКТРЫ ЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ МОНОКРИСТАЛЛОВ ГИДРИДА ЛИТИЯ, АКТИВИРОВАННОГО Ge, Pb, Sn, ПРИ ТЕМПЕРАТУРЕ 4,2 °К�РЕ�獥渠慮搠䱯牥湴稠瑲慮獦潲浡瑩潮⸍੔慲瑵Ⱐㄹ㜱⸠ㄵ⁰⸠⡉湳琮⁐桹献⁡湤⁁獴牯渮ഊ䅣慤⸠卣椮⁅獴潮楡渠卓刮⁐牥灲⸠䙁䤭㠩⸍੏獡步獴攠橡⁶慬杵獥⁭慡楬浡獴⸠孁牴⸍੫潧⹝⁔汮⸬₫噡汧畳묬‱㤷ㄮ‸㠠汫⸠⡅敳瑩ഊ乓嘠呁⁌啓⸠哤灰楳瑥慤畳瑥⁳敫瑳楯潮植ੴ潩浥瑩獥搮‶⸩ഊ佔匠䤮⁐潬慲楺慴楯渠灨敮潭敮愠潦⁴桥ഊ獩浰汥獴⁧牡灨猠捯牲敳灯湤楮朠瑯⁤楲散琍ੲ敡捴楯湳⸠呡牴甬‱㤷ㄮ′㜠瀮 䅣慤⸠卣椮ഊ䕳瑯湩慮⁓卒⸠䥮獴⸠偨祳⸠慮搠䅳瑲潮⸍੐牥灲⸠䙁䤭㜮⤍ੜ田㐱ぜ田㐳㉜田㐴㉜田㐳敜田㐳摜田㐳敜田㐳捜田㐳摜田㐳ぜ田㐴映屵〴㍣屵〴㌸屵〴㍡屵〴㐰屵〴㍥屵〴㐱屵〴㍡屵〴㍥屵〴㍦屵〴㌸屵〴㑦⸠屵〴ㅦ屵〴㌵屵〴㐰⸠屵〴㐱⁜田㐳ぜ田㐳摜田㐳㍜田㐳戮ഊ屵〴ㅣ⸬₫屵〴ㅣ屵〴㌸屵〴㐰묬‱㤷ㄮ′㜰⁜田㐴ㄮ⁜田㐱ㅜ田㐳㡜田㐳ㅜ田㐳扜田㐳㡜田㐳敜田㐳㍜田㐴〮′〸ഊ屵〴㍤屵〴㌰屵〴㌷屵〴㌲⸍ੜ田㐱ぜ田㐳摜田㐳㍜田㐳扜田㐳攭屵〴㐰屵〴㐳屵〴㐱屵〴㐱屵〴㍡屵〴㌸屵〴㌹⁜田㐳ぜ田㐴ㅜ田㐴㉜田㐴ぜ田㐳敜田㐳摜田㐳敜田㐳捜田㐳㡜田㐴㝜田㐳㕜田㐴ㅜ田㐳慜田㐳㡜田㐳㤠屵〴㐱屵〴㍢屵〴㍥屵〴㌲屵〴㌰屵〴㐰屵〴㑣⸍਀屵〴㍡⁜田㐲摜田㐴ㅜ田㐴㉜田㐳敜田㐳摜田㐴ㅜ田㐳慜田㐳
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