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Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоре-
мы 1.

Отметим, что для решения нелинейного операторного уравнения, со-
стоящего только из одного уравнения, проще использовать метод (11),
чем метод Ньютона—Канторовича

В таком случае разделенные разности оператора Р являются относи-
тельно своих аргументов симметричными (см. [2 ]). Таким образом, «це-
ной» трех горнеров 1 мы получаем в случае метода (11) улучшение того
же порядка, который при методе (13) требует двух итерационных ша-
гов, т. е. четырех горнеров.
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Доказанная ниже теорема позволяет для ряда множеств функций нескольких
переменных, являющихся естественным обобщением некоторых множеств функций
одной переменной, получать наилучшие кубатурные формулы, если известны соот-
ветствующие наилучшне квадратурные формулы.

Пусть для каждого ie{ 1,2, ,

г] непрерывная в квадрате
[0,1; ОД] функция gimi (а, и) для любого хе[o,l] по и абсолютно-
непрерывна на отрезке [o,l] и удовлетворяет условию

1 Горнером (единицей Горнера) называется работа, затраченная на вычисление
значения функции или одной из ее производных (см. [']).

\\x* Xn\\ (md) 4

Хп+l =хп [Р'{хп)]-'Р{хп ) (п = 0,1, .. .)•

,m . *

д г Г
gimi (X, U) = "J gim, (X, V)g imi («, V)dü.

du 1
о
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Введем следующие обозначения:

о
V r-мерный куб t«= 1, ... , г), х— [хх , ••• , *г), d =

(«Ь •,
мг), dvz dzx ... cter; WT. 2 (gimi , г ) множество

функций f{x), которые в кубе V имеют абсолютно-непрерывные произ-
водные

и удовлетворяют условиям

Мы будем предполагать, что для рассматриваемого множества вы-
полнено еще 'следующее условие. Пусть среди чисел Р

{
. (г* =l,

... , пк\ k— \, ... ,г) есть отличные от нуля, а (*и р ...,д:г<г )

{ih = 1, ..., пи', k=\, ..., г) есть точки из V такие, что не все функ-
ции рассматриваемого множества в них равны нулю. Тогда в этом мно-
жестве найдется некоторая функция ф такая, что

Через WL2 (g imi) тогда будем обозначать множество функций f(x),
которые на отрезке [o,l] имеют абсолютно-непрерывную производную
порядка rrii 1 и удовлетворяют условиям

Пусть на множестве №ь2 (§lт {
) наилучшая формула [*] вида

определяется значениями xk = х™, Ak = A(i) {k =l, ..., щ)
при этом для нее 0 х™ I{k= I, ..., tii) и

где

1
<P i(u) = J gim t (X, и) dx;

f(il+...+i r ) /т:\ I *' • » mr ’ \

x
<

1 1...xr r \ t"i -J- ... -f- ir M-i + •••+. mr /

f(x) J iu ) П SiTUi (xi, Ui)dv u ,

Ui i...u r r i=lV

{I[0:t:X)(ä) Jdv*T м-

«!•••••nr
P i \...i r IJ) p•• • , %гг г

) 0.
i v .... г Г ==l

f{x) = ffmi) {u)gimi {x,..u)du, {/ [fmi)

о 0

Jf(x) dx = J£Akf{xk )+ rn . if)
0 fe=i

sup \rn _{f)\ = MBi,
f^WLi {g imi )

1

в.' ={l [Фi(u)-2A'»g{m, (*«>, и) Ydu}%
О k=l 1
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Теорема. Среди формул
■ • ■ X-t-

на множестве WL {glm , ..., grm ) наилучшей, т. е. с наименьшим зна-

чением величины

является формула (3), у которой

Для этой формулы величина R равна

где

Доказательство. Подстановкой (1) в (3) получим

где

Отсюда

Для функции

из множества WL (g lm , ■■ ~ g Tm) неравенство (6) превращается в
равенство и поэтому

Воспользовавшись условием (2), нетрудно показать, что узлы наи-
лучшей формулы (3) могут быть только среди точек {хи х г . ),

для которых функции

линейно-независимы. В дальнейшем пусть узлы формулы (3) именно
такие.

8 ENSV ТА Toimetised F*M-4 1970

J f {x) dvx =
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v h V* 1
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ii j ...w r
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Закрепим в (3) узлы (х , ..., х )= {xf , ,
nh;x I ‘г , ‘г

k<=\, ... , г). Проведя минимизацию (7) по весам г } точно

так же, как в [2 ] это делалось для величины (16) из [2 ], полу-
чим следующий факт: для формулы (3) со значениями весов и узлов
(4) величина R имеет значение (5).

Пусть теперь в (3) узлами будут некоторые другие фиксированные
точки (Я 1гу X ri ). Точно так же, проведя минимизацию (7) по

весам, получим
А {

. =£“>...№ {ik = 1, ..., nk
- k =1,..., г),

*|...гГ t, г т

где

_ 2 2 1 2 —2Iак как —6h иQh— 6k неотрицательны и6д б*, то величина
(8) не меньше величины (5). Этим теорема доказана.

Отметим, что как частные случаи из этой теоремы следуют некоторые
результаты из [3 - 4 ].
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