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H. KOPPEL. THE GENERALIZATION OF SOME A. OSTROVSKI’S METHODS FOR THE SOLUTION
OF NON-LINEAR OPERATOR EQUATIONS

1. А, Островский в своей книге [*], посвященной приближенному
решению вещественного уравнения

строит формулу

где

Если (2) применять в качестве итерационного метода, то в [•] показа-
но, что (2) имеет скорость сходимости порядка 1 + л/2.

Вместо формулы (2) рассмотрим итерационный метод

где

л», Х\, х2 три начальных приближения к решению я* уравнения (1).
Преобразуем (3) к следующему виду:

где

Теперь для приближенного решения нелинейного операторного урав-
нения

в банаховом пространстве метод (3) можно легко обобщить

f{x)= о,

_

X lf{Xo)A*—Xof (*!)
*2 t(xo)A* f(x j)

1 /(*])— f(xо)А‘=Пх„) -=U'(Xo)rlHxt,x o)

(*"-1 *п)/(*я)
П+l Хп ~ о,

An f 1 {Xn—2, Xn—l) f {Xn—2, Xn ) i

f {Xn-2, xn-l)f{X n )
Л'П+l ХП f(X n , X n-i)f (X n -2, Xn-\)— f (X n , Xn-u Xn-2)f{Xn-\)

£/
, f(Xn -2,Xn)~f{Xn-2,X n-i)f{Xn, Xn-l, Xn- 2) = 7Xn л п—\

Р{х) = 0
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где

Р(х', х") первая разделенная разность оператора Р; Р{х', х", х"')\
вторая разделенная разность оператора Р, т. е.

Аналогично определяется

причем

Докажем теорему, дающую качественную характеристику сходимо-
сти метода (5).

Теорема 1. Пусть
1° уравнение (4) имеет решение в сфере

2° для каждого *', х", х"', xlv из сферы

справедливы оценки

Тогда решение х* уравнения (4) в сфере (6) единственно и после-
довательность (5) сходится к х* со скоростью

где числа tn являются обобщенными числами Фибоначчи [4 ]

{to =ti—tz = 1; tn+1 =tn -f- tn—i -f- tn —z\ ti =2, 3, —).

Доказательство. Используем принцип полной индукции. На
основании условия 1° оценки (8) справедливы при п 0,1,2. Так как
по формуле (5)

то

Xn+ l —Xn P {Xn— 2i xn— i) G nP (xn ) (tl —2, 3, ...),

Gn —[P {Xn, Xn—i) P [Xn —2, Xn—i) P {Xn , Xn —i, Xn —2,) iP (.Xn—i) ]

P (*', x'\ X"') i(x' x") = P [x" r
, x') P {x'", x").

P (*', x", X'") 2 {x' x")—P {x\ x"') P (x", x'") ,

P{x,x,x)i + P{x,x,x) 2 = P"{X) (cp. [2 - 3 ]).

S = max {||* —*o||; ll* — *ill; \\х хг \\) d\

S <(1 +mW)d

а) \\[Р{х',х")Р{х"\х") Р{х\х'\х'") l Д;
б) И
в) ЦР(*',*", *'"Ы| < Kt, \\P{xIV

,
*'", *")2 || Кг,

г) ЦР(*7",*"Ц
д) ||Р(*',*", х™) 1 - Р (*',*",*"') ill L ||* jy -*'"|| (ср. [3 ]);

3° md< 1, где m yÄBM (/Сl/С2 + LM) .

||х*-де„|| (n = 0,1,

X* — Xn+i == P {Xn—2, Xn—i) Gn{\P {Xfii Xn—l)P {Xn—2y Xn—i)
P {Хщ Xn —i, Xn—2) 1P {Xn—l) ]P 1 {Xn—2, Xn —l) P {Xn , X) } (X*. Xn) =

= P {Xn—2, Xn—l) Gn [P ( Xn, Xn_l» Xn—2) 1P {X , Xn—l) P (X n, Xn—i, x*) 1 X
X p {Xn-2, Xn-i) ] {X* Xn- 1) P-1 (Xn -2, 4-l) (** Xn ) =

= P {Xn- 2, X„_i) Gn {P {Xn, Xn-i, Xn- 2) iP (X*. *n-2, Xn-i) 2(X* Xn-2)
—[P {%n, Xn—i, X*) 1—P (*n, Xn—i, Xn—2) I]P {Xn—2, Xn—i) } X

X(X* Xn-i) P- 1 {Xn—2, Xn-i) {x* Xn )
,

\\x* Xn+i\\ < ГП 2\\х* — Xn-2,\\ ||**—'*n-11l 11**—Xnll.
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По индукции из оценок (9) вытекают оценки (8). Принадлежность эле-
ментов хп сфере (7) следует, например, из неравенства

Из предыдущего вытекает, что \imxn =x*. Если уравнение (4) имело
бы в сфере (6) решение х** ф х*, то мы при помощи аналогичных рас-
суждений могли бы показать, что lim >=== л:**. Отсюда на основании
единственности предельного элемента сходящейся последовательности
{л'п > следует, что решение х* в сфере (6) единственно. Теорема дока-
зана.

Метод (5) имеет тот же порядок сходимости (1,84 ...), что и метод,
рассмотренный в работе [4 ]. Но практическое применение метода (5)
проще, так как на каждом итерационном шаге (п = 2,3, ...) требуется
только решение одного линейного операторного уравнения. Из метода
(5) легко получить более быстрые сходящиеся последовательности, если

■в нем взять, например:
3) хп *=х п-2 (в этом случае метод (5) имеет тот же порядок сходи-

мости, что и метод (2));
2) хп ■= xn-i хп-2, причем метод (5) приобретает тогда вид

Хп+l =хп —Р' (Хп) [ Р' 2(Х п) Р (Хп, Х п , Х п) tP (х„) ]-*Р(хп )

{п = О, 1, ...),

имеющий скорость сходимости третьего порядка.
2. Для решения (1) А. Островский рассмотрел в fl ] еще метод

и доказал, что он имеет скорость сходимости четвертого порядка.
Приведенная ниже теорема показывает, что обобщение метода (10)

Хп+l—Уп [Р {Уп, хп)-\~Р {хп> Уп) Р/

(•*«)] 'Р{Уп) —O, 1, ..
.) (11)

для решения уравнения (4) имеет тоже скорость сходимости четвертого
порядка.

Теорема 2. Пусть
1° уравнение (4) имеет решение в сфере

2° для каждого х', х", хш из сферы

справедливы оценки

причем a ~max{m3 d3
; BKd)\

Тогда решение x* уравнения (4) в сфере (12) единственно и после-
довательность (11) сходится к х* со скоростью

lIXn xo\\ < \\xn x*\\ + ||x* A'oli (i + m?d?)d.

/(**) }{Уп)(Уп—х*)
Уп Х п —

//(Хя) , *п+l Уп— 2f(yn )-f{xn ) {П ~’’• • т}

Уп = Xn—lP'M^PiXn),

\\х -roll d\

ll* —*o!l < (1 -f a)ä

а) ll [/>'(*') ]-•»< В;
б) lI[P(X',X")+ Р(х",х')~ P'(x')l-‘ll sj/i;
в) ЦР(д:',д:",У)2|КК;
г) ||Р(*', х’) г- Р(х’,х"\х")г \\ < - *"|| + Ы\х" -

3° md < 1, где m ~ -f BK[ (L t -f L 2 )d-Ir K]}.
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Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоре-
мы 1.

Отметим, что для решения нелинейного операторного уравнения, со-
стоящего только из одного уравнения, проще использовать метод (11),
чем метод Ньютона—Канторовича

В таком случае разделенные разности оператора Р являются относи-
тельно своих аргументов симметричными (см. [2 ]). Таким образом, «це-
ной» трех горнеров 1 мы получаем в случае метода (11) улучшение того
же порядка, который при методе (13) требует двух итерационных ша-
гов, т. е. четырех горнеров.
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М. ЛЕВИН

О НАИЛУЧШИХ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ

M. LEVIN. PARIMATEST KUBATUURVALEMITEST
М. LEVIN. ÜBER DIE BESTEN KUBATUURFORMELN

Доказанная ниже теорема позволяет для ряда множеств функций нескольких
переменных, являющихся естественным обобщением некоторых множеств функций
одной переменной, получать наилучшие кубатурные формулы, если известны соот-
ветствующие наилучшне квадратурные формулы.

Пусть для каждого ie{ 1,2, ,

г] непрерывная в квадрате
[0,1; ОД] функция gimi (а, и) для любого хе[o,l] по и абсолютно-
непрерывна на отрезке [o,l] и удовлетворяет условию

1 Горнером (единицей Горнера) называется работа, затраченная на вычисление
значения функции или одной из ее производных (см. [']).

\\x* Xn\\ (md) 4

Хп+l =хп [Р'{хп)]-'Р{хп ) (п = 0,1, .. .)•

,m . *

д г Г
gimi (X, U) = "J gim, (X, V)g imi («, V)dü.

du 1
о
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	Рис. 2. Зависимость отношения 5(2) = Dx{2) • D„(2)-! от угла ф" при разных Dz{2) = 3- (0,8) п • 1010 гц у 2-цианпириднна при 185° С.
	Рис. 1. Зависимость вязкости т| (относительные единицы) от относительного числа молекул fA. I хлороформ + циклогексан, 2 бензол + циклогексан. 3 ацетон + бензол.
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	Рис. 3. Зависимость скорости МР (Г+)-1 от относительного числа молекул f.i SD Стокс-Дебай, Я Хилл. Исследуемые системы обозначены аналогично рис. 2.
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	Рис. 2.
	Рис. 3V.
	Рис. I. Схема общего продольного движения в камере.
	Рис. 2. Профили продольной (а), тангенциальной (б) составляющих скоростей и статического давления (в) на различных расстояниях от кромки сопел 18 X 240 мм (2 ввода). 1 L/Dk = 0,66; 2 L/Dk = 2,68; 3 L/Dk = 5,63.
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	Рис. 3. Профили продольной (а) и тангенциальной (б) составляющих скорости на расстоянии L\D\ 2,68 от кромки сопел при различных значениях параметра А (или п). I —А = 3,1(« = 3,9); 2 —А = 7,5(п 9,5); 3 А = 15(я = 19).
	Рис. 4. Изменение безразмерного момента количества движения вдоль недиафрагмнрованной камеры (а) и коэффициентов сопротивления (б) в зависимости от параметра А. 2 • Ар „ 2 • Др а); 1— А 3,1; 2 А 7,5; 3 А = 15. б): 1 ■ \ Iвх ~ – Q ■ Уприв Q ' £'в:ц.
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	Зависимость эффекта Оверхаузера /i(s) от коэффициента корреляции с. Механизмы релаксации: внутримолекулярная диполь-дипольная (Тd) релаксация между спинами .4, В и диполь-дипольная релаксация со спином S. УТА • Тв/Та =Ю, Td = 3 2 2 i= _ xd\лувК2/2Ь6, время корреляции внутримолекулярного дипольдипольного взаимодействия, b расстояние между ядрами А и В.
	Спектры излучения при максимальной (/) и слабой (0,19%) (2) интенсивностях возбуждения, а также спектры ОВ и антистоксовой люминесценции (3) при 77° К для представителей трех различных партий кристаллов CdS: а 209, б 233, в 63-R.
	Спектры излучения (/) и оптической вспышки (2) при 77° К.
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	* Кислород удален частично. ** Без удаления кислорода. (В) Рис. 2. Зависимость МЭО hA двухкомпонентного раствора (Л -I- 5) от относительного числа молекул f а при насыщении линии компонента В. 1 хлороформ + циклогексан, 2 бензол + циклогексан. 3 бензол + ацетон, 4 ацетон + бензол.
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