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М. ЛЕВИН

О ВЫЧИСЛЕНИИ ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

М. LEVIN. KAHEKORDSETE INTEGRAALIDE ARVUTAMISEST

Af. LEVIN. THE NUMERICAL EVALUATION OF DOUBLE INTEGRALS

2 2Пусть D область, ограниченная линиями х2 -[- уг = г\ ,
х2 +У2 = ?ъ,

У= х tgy,. У=х tgy2, где o<Г!<г 2, 0 <у2 < 2л. Через C{t)
обозначим ту часть окружности a: 2 -\-y2t2 {rx г2 ), которая при-
надлежит области D. Пусть, далее, функция f(x,y) имеет в области D
непрерывные смешанные частные производные до порядка 2п включи-
тельно. Введем обозначение для среднего значения функции на C{t)

В настоящей заметке строится формула для приближенного вычис-
ления двойного интеграла по области Dот функции f{x,y), использую-
щая значения /] (/ = 0,1, ... , п— I) в точках t гх и t = г2 .

Эту формулу можно рассматривать как аналог известной квадратурной
формулы (см., напр., I м ]).

С помощью многочленов Лежандра (приведенных к отрезку [г ь г 2 ]
и имеющих старший коэффициент, равный единице)

образуем многочлены

Pn+i,о{х) Pn+i{rи гг\ х) ,

Pn+l,h{x) = Pn+l,k-i{x) — Ь n+l,hPn+l—h{fi, ri, X) (k =l, 2, I)
(fo J)где b n+i,h коэффициент при х нм~к у многочлена Рпн,к- 1 {д).

f f<- x’ y)ds ■

C(t )

ml d m

Pm{rit r2:x) = Г(*—n) (X —1 f'z) ] m

https://doi.org/10.3176/phys.math.1970.4.19
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Складывая эти многочлены, получим

Это есть многочлен степени п-\-1 со старшим коэффициентом, рав-
ным единице, причем у этого многочлена коэффициенты при хп+l~\

xn+i~2
, ... , хп равны нулю.

Отметим одно свойство этого многочлена: среди всех многочленов
п—l

вида хп+l -\- 2(цх£ наименее уклоняется от нуля на отрезке [г ь г2 ] в
г=o

L 2 многочлен (1).
Легко заметить, что

Рассмотрим равенство

Интегрируя по частям (по аналогии с тем, как формула из ['] вы-
водится в книге П) правую часть последнего равенства, получаем фор-
мулу *

где

Применяя к правой части равенства

формулу (2) при /== 1, получим искомую формулу

* Ее можно получить и с помощью интерполяционной формулы Эрмита, что в
общем виде сделано в [ 3].

1 (ft—l)
Pn+i.i{x) = Pn+i(rit r 2; x) 2Jb n+i.kP n+i-k (ги r2; x).

ft=i

Г, / \ Г. / ч , ( п + О ( Г 1 + г2) г, , чРп+l,l (X) = Рп+1 (п, г2; дг) 4- —Рп {Ги Гг\ х) .

ГЛ Т2
Г Й Г (»)

j (л) d* =

(д+
-

/) -| - J U {X) Рn+i,i (X ) dx.
ri г <

r 2

/ xlu{x)dx = [a/,?V>(/-i)+ uli)(r2 ) ]-!-

V
<=°

Г2

Rn (/) =

(п + /)Г / W'2n) (*) W dX'

Г 1

(n) ( +
(n_i_l)

4 n (n) (
/ 4

° l’* n+ l’l 'ri)t Pl,i =(n + i)\ Fn+L ’ 1 vv
(t = 0,1, .... п~ 1),

, v
(n + /)I dl

V n,i{x ) (2/г + 21) I dxi ri ) rz)] n+l

JfA-1) (n + /-*)! d'-*
~~^ Ьп+l,к (2/i +2/ 26) 1 [(*“r 0 I* - ft

.

У) dx dy = {y2 Yi) / tcp[f- t]dt
D П

fff{x,y)dxdy = (V 2 Yi) H ri]+ PmV°!7; Гг]) + Rn{f),
D t=o
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где

Непосредственной проверкой убеждаемся, что для полученной фор-
мулы /?*{/) =О, когда f{x,y) есть произвольный многочлен двух пере-
менных степени, не превышающей 2п —1.

Подсчитав коэффициенты формулы (5) по (3), найдем для них сле-
дующие значения:

Оценим ошибку (6).
Пусть О начало координат, N{t cos a, žfsina) и L означает на

правление ON.
Так как

TO

поэтому величина (6) принимает вид

_

Полагая, что в области D

и учитывая, что впЛ {l) не меняет знака на [г ь г2 ], по теореме о сред-
нем значении из (8) получим

Используя указанное выше свойство многочленов Рп+и(х), по ана-
логии с [ 4 ] легко показать следующее.

Пусть Ф означает класс функций f{x,y), для которых cp[f; /] на от-
резке [O, 1] имеет абсолютно-непрерывную производную порядка п — 1 и
11ф(п> [М]И l,<q.

Теорема. Среди формул вида

Г2

Л»(0 = -(!Нгф/ <pa"'Ü-,i]OnA‘)ät.
Г 1

п!(2л —t— 1) 1(г2 ri) i+l Г
_

(2л — t)(r2 — г,) 1

“М~ 2 (2л) 1(/+1)1(л i —1)! [ri~Г r 2 (2л+ l)(i +2) J’
(— l)*л!(2л —i— l)!(r2 г,)» 1 Г (2n i){r2 r x ) 1

2(2л)! (I + 1)! (л —t 1)1 (2л -j- 1)(i -j- 2) j
(i =O, 1, ..., tl 1).

■ V 2

<p[f;^]='
Y2 l_ Yl' / f{t cos a, isin a)da,

2 v,

V!

r2 V 2
1 Г Г d2nflN)

R n if) =(Я + ])1 J J dL2n vnA(t)dadt.
rI v,

d2nf (N)
ÕL2n "с

о* /п (Va —Yi) (r2 \rl rf)M
(/ ) /2n \2(2n+l)!/ I

fjf(x, у)dxdy=2! n]+ r 2]}+ /?„(/),
D I=o
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точных для функций f{x,y) = [х2 -j- у2 ) ь/2 (& —O, 1, . ,п — 1), наилу ч-
шсй в классе Ф, т. е. с наименьшим значением величины

является формула (5). Для этой формулы

Ограничение на точность формулы необходимо, иначе R n ~oo.
Рассматривая в (5) случай у2 — у\ 2я, придем <к формулам

интегрирования по кругу.
Отметим, что изложенное выше можно обобщить на интегралы про-

извольной кратности.
Настоящая заметка написана под влиянием работ [ s6 ].
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