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M. ЛЕВИН

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ
НА НЕКОТОРЫХ МНОЖЕСТВАХ ФУНКЦИЙ

Пусть 1< q оо и множество функций f{x), которые на
отрезке [o,l] имеют абсолютно-непрерывную производную порядка
2г —1 и удовлетворяют условиям:

Для рассматриваемого множества функций решим задачу [‘] по-
строения наилучшей квадратурной формулы среди формул вида

Другими словами, мы найдем значения хи и р {k=\, ... ,п;
0, ... , 2г —2) такие, чтобы величина

приняла наименьшее значение.
Через G{x,t) обозначим функцию Грина оператора

а через Н {x,t) многочлен степени 2г — Iпо х и степени 2г — Iпо i
удовлетворяющий условиям:

Воспользовавшись интерполяционным многочленом Эрмита для крат-
ных узлов х<=o и х— 1, получим

f(fe) (0) = f(fe) (l) = 0 (6 =O, 1,
.... r—l),

{/lf(2r) Wh^} 1/9
о

f !(X) dx = ±
'T

£ n'ifW (*») + «„(/)
.

0 ft=l j—o

Rn = sup IRn{f)
f<=£WW1 OIL

1

f y(2r) (X),
г/ ш {l) = 0 {k —O, г— 1),

Hft (о, t)=о, и» (1.0-

(k =O, 1, r— l).

xr(I t) r
H{xJ)= i2r _7} 0,
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где

Легко проверить [2 ], что

где

Отметим некоторые свойства функции G{x,t).
Так как оператор (4) (5) самосопряженный, то G{x,t) = G{t,x).

Отсюда, а также из того, что для х / имеет место равенство G{x,t) =

=—H{x,t), мы для получаем, что G{x,t)~ —H{t,x) и поэтому

1
Из свойств функции Грина следует, что / G{x,t)dx как функция

о
от t удовлетворяет условиям (5), поэтому

откуда

Левая часть последнего равенства равна 1 (это получится, если выпи-
сать решение задачи yW = 1 при условиях (5)), поэтому Л=l/(2г)! и

Сделав в выражении (4) (5) замену л:= 1 —г, легко обнаружим.
что

Учитывая определение функции G{x,t) для функций из множества
имеем следующее представление;

Подставив (10) в (3), учтя (8) и воспользовавшись неравенством
Гельдера, получим

где

Q(x,t) = žfcl-ui - ty-'-‘
r jz (-i)h Crk+k-i(*- 1) ft+l-

-I=o k=o

G(x>t) = ~ —— L -H{x,t),

E(x-t)= |i’ если x>t
;K ' 10, если x t.

G{x,t) = —H{x,t)E{t х) — H{t,x)E{x —t) {t-ф x).

JG{x, i)dx = Atr{t—\) r
,

0

1

f G{x, t)dx = A-(2r)\

r tut i)rj o(x,t)dx= 1
(2f) ,

0

G{x,t)= G{l—x,\—t).

f(x) = /f™(t)G(x,t)dt.
о

I*-(ol< w{/l*(°rÄ> ,/' (7+7= О-
K{t)=nt-\y~± 2М2г) {Xh, t).

fe=l j=o
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Так как для функции

неравенство (11) превращается в равенство, то тем самым

где

Таким образом нахождение наилучшей формулы (3) для множества
сводится к минимизации величины (13) по переменным

xk , [if (k =l, ..., п\ j= 0, ..., 2r —2).
Для решения этой задачи введем в рассмотрение функцию L(t ), ко-

торую определим следующим образом:
I°, На отрезке [o, хх ]

где S 2r,p(t) есть многочлен вида t2r -ф b x t2r~x -j- ... -ф brtr
, наименее укло-

няющийся от нуля на отрезке [О, I] в метрике L v .

2°, На каждом из отрезков [л:*, Хш) (i= 1, , п —l)

где R2r,p{t) многочлен степени 2г со старшим коэффициентом, рав-
ным 1, наименее уклоняющийся от нуля на отрезке [—l, 1] в метрике
Lp] hi= 0,5 {Xi+ \ Xi)] Oi = o,s(хг-+1 + ЛД.

3°. На отрезке [хп , 1 ]

Обозначим через x*k те значения Xk (k —\
, ...

, п), для которых
1

величина j\L{t)\Pdt принимает наименьшее значение. Соответствую-
о

щую этим узлам функцию L{t) обозначим через L*{t).
Найдем значения л* [k—\, ..., п).
Имеет место формула [3 ]

Рассуждая аналогично тому, как это делалось в [ 3 ] при выводе (14),
мы придем к равенствам*:

* То,что 52,,р(1)>0 доказывается так же, как и неравенство /?2г,р(l)>o
в [•]•

j(X) = -77- { / ji<(t) I V dt)-4i ■ /\K(t)\p/4 sign К (t)G(xJ) dt
'’ 0 0

мRr, = U1IpДп
( 2r)l u >

U= f\K{t)\Pdt.
о

L ( t ) _ xfS2r ,v (Xi ) .

i(0 = A2’-i? 21-.p(—-),

L{t) —(1 Xn ) 2,

J Xn

7 \L(t)\vdt= (x, +t Xi)b-P+i
Xi

*1 х 2трлл

j |МО|*л = -—r is*,o)]».
0
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Но тогда

Минимизация правой части (15) по переменным Xu (£=l, ... , п)
по аналогии с [4 ] (см. с. 222—224) приводит нас к значениям

где

Теперь рассмотрим функцию K{t) на каждом из участков
[xit Хг+\ ) (7 = 0,1,.,. , п), х0 =O, хп+\ =l. При этом учтем, что согласно
(6), (9), если на [o, Х\] функция K{t) ф(/, то на [*n, 1] функция
K(t)<= ф(1 —t, (1 — ATfe}) . Тогда, имея в виду характер выбора функций
L{t) и придем к неравенству

Пусть теперь узлы формулы (3) есть числа (16). Покажем, что тогда
можно выбрать веса рО.) так, что на отрезке [o,l] функция K{t) сов-
падает с функцией L*{t). Тогда из (17) будет следовать, что выбранные
веса и узлы решают задачу построения наилучшей формулы (3).

Функция L*{t ) непрерывна на отрезке [o,l], в чем легко убедиться
проверкой равенств

Так ка* G{x,t)= G{t,x), то из (6) имеем, что для fe [xt, х*+1 ] и
/ = 0,1,

..., 2г 2

Учитывая это и (7), по аналогии с [ l>3 ] найдем разности аналити-
ческих выражений для K{t) на соседних участках [**, xt ] и [**

+1
. х *

+2
\

(i = 0,1,
..., п —l), Эти разности приравняем соответствующим раз-

ностям аналитических выражений для функции L* [t) , что даст систему
уравнений для определения весов рФ;

** При этом надо будет учесть, что I l ] /?2г,р (1) Rst.p ( —1).

f\L(t)\Pdt =
U H'[Sw(l)]P.

x n

Г 2ГР + 1 ... . 2ГР-Н/|i(o|»rf< =
~-

+1 - +

о
[#2r,p (1) ] р г^, 1

+ (2гр 4- 1)22г Р (Xi+l *г)~гр .»

*•„=[2(6-1) + 61 h (6=l

6=[^2r.p(l)/52r.p(l)] 1/2r )

h o,s[гс — 1 + б]-1 .

S\K{t)\Pdt^f\L*(t)\Pdt.
О о

L* (х\— 0) =L* {x* h -\- 0) (ft = 1, 2 n)**

яз (*v о-я» («,*•) = (-i)'+*

2r-2 (f xi)2r - l~i / t \ / t—a* \

2H)V/’(2r)! -7^;_ /)Т-

= *rs*,p {^)-
j—Oi *
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где
Если здесь в соответствующих равенствах правые части разложить

по степеням t x*h , то это даст

где

И учтено, что [ 1 ] RW p (—1) =(— 1)iRW p (1).

Пусть теперь в формуле (3) узлы и веса есть числа (16) и (18).
Покажем, что тогда К (Г) ~L*{t) на отрезке [o,l]. Обозначим аналити-
ческие выражения для K{t) и L*{t ) на [o,*i] через xrpr (t) и xr qr {t),
где pr {t ) и qr (t ) многочлены степени г со старшим коэффициентом,

* �
равным 1. Тогда в силу выбора (18) для отрезков [Xi, Xi+\] имеем

Но отсюда, а также из того, что /С(г) (1) ~L*W(1) (/= 0,1, ... ,г — 1),
следует равенство pr {t) —qr {t), откуда, в свою очередь, учитывая (19),
получаем, что K{t)<=L*{t) на [o,l].

Поэтому, в силу выясненного выше, узлы (16) и веса (18) опреде-
ляют наилучшую формулу (3) для рассматриваемого множества функ-
ций.

Учитывая это, мы по (12), (17), (15) и (16) получаем, что для наи-
лучшей формулы

|(-w-ш--I*#=&)- М )j
{k —2, 3, ..., n —1).

2г-2 И~Хп ) 2г ~1 ~i

aj =0,5

n'f = [й^чгу-11(1) + (-1) (1) ],

= (—ОУ/’.

*4' = -WÄ‘rpW, (»-v,
(k =2, 3 п — 1; /=O, 1 2г —2),

ГО,/ нечетное,
Vj \i( j четное,

г 2r—2 (t—Xk ) 2r-1 -->

K{t)<==x rpr{t) +2J 2J (—I) V£(2r)! (2r j_[ZTj)T~ ’

k=l j—o v u

i 2r—2 ) 2r-H
L*{t) = xr4r{t) +2 2 (-1)^(2Г) ! lir-l-iü •

ft=l 3=o v u

(2г) I У2гр -Ь I



412 М. Левин

Итак, доказана следующая
Теорема 1. Для множества W^L (1 < q oo) единственной

наилучшей формулой вида (3) является та формула (3), у которой узлы
вычислены по (16), веса по (18). Точная оценка ошибки этой фор-
мулы дается числом (20).

Через W'lr) обозначим множество функций f{x), которые на отрезке

[O,l ] имеют абсолютно-непрерывную производную порядка 2л I и
удовлетворяют условию (2).

Для функций этого множества рассмотрим формулу

Обозначим через R n [x m ] ошибку формулы (3) с узлами (16) и ве
сами (18) для функции f{x)^=x m

.

Пусть числа

есть решение системы уравнений ***

Тогда формула (21) с узлами (16) и весами (18) и (22) точна для
любого многочлена степени 2г—l. Используя это, рассуждениями, при-
веденными в [5 - 6 ], приходим к следующей теореме.

Теорема 2. Для множества W^r) единственной

наилучшей формулой вида (21) является та формула (21), у которой
узлы вычислены по (16), а веса есть числа (18) и (22). Точная оценка
ошибки этой формулы имеет вид (20).

При доказательстве теоремы 2 мы рассматривали только те фор-
мулы (21), которые точны для многочленов степени 2г —1, остальные
формулы мы вправе были исключить из рассмотрения, так как на мно-

жестве №( 2г) для НИХ sup \Rn{f)\ 00.

Пусть zk е[o, 1]; af?, Cj {k =O, 1, ..., v; i—o, 1, ..., mh —1; j
= 0,1, ..., 2r —l) заданные числа; m 0 4- m\ --j- ... +mv = 2r;
Я2Г-1 (-£) многочлен степени 2r —1, удовлетворяющий условиям
Qj(jt27-i) =Cj (/ =0,1, ... , 2r—l), где

*** Определитель системы отличен от нуля.

1 n 2(r—l) r—lfH*)dx = S 2№»(хк )+ 2J [YiP(o)+6iP(l) ]+ «»(/)•
0 Ä=l j=o j=o

V*. S* (/ = 0,1 r-l)

m õi 1
Ym + (m /) ! =

j—o v u

<
(m =O, 1, ..., r—l),
r-i õj 1

{tn /) !
=

j=o 4 "

>{m = r, r-f 1, ..., 2r — 1).

v m'i~ l (k) (i)
Qi(f)=2 Saiif i*k) {1 =O, 1, .... 2r —1)

ä=o i=o
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Через обозначим множество всех функций f(x), которые на
QLq

отрезке [o,l] имеют абсолютно-непрерывную производную порядка
2г —1, удовлетворяют условию (2) и условиям

Теорема 3. Для множества (1 < Я °°) наилучшей фор-
мулой (21), точной для многочленов степени 2г —l, является формула,
построенная в теореме 2, с точной оценкой (20).

Доказательство. Пусть формула (21) точна для многочленов
степени 2г —1, и s(x) многочлен степени 2г —l, удо»

влетворяющий условиям

Тогда для ф = ([-s)ef0 имеем #n (cp) = #n(f). С другой сто-

роны, если i|) е , a многочлен степени 2г—l, удовлетво-

ряющий условиям

Но тогда

откуда и следует утверждение теоремы.
Отметим, что задачи, решенные в настоящей работе близки к зада-

чам, рассмотренным в f 1 - 3 - 7 > B ].

Данная работа обобщает результаты, полученные в [5 > 9 ].
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Ql(f)=Oj (/ = 0,1 2f— l).

s«)(0) = f«(0), s(i)(l) = p(l) (i =O, 1, r— 1).

i(i «>(24 )= »l) (i ‘ ) (2» l) (k =O, 1, .... v; =O, 1 mt—l ),

то fo (яр t -j- nzr-i) иRn (fo) = i?n (яр) .

sup \R n {f)\ = SUP \Rn(f) I,
fe fe fl/(2r)

<№, oil.
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М. LEVIN

К VADRATUURVALEMITE EKSTREEMUMÜLESANDED MÕNEDE

FUNKTSIOONI HULKADE JAOKS
Hulga tt^2r > (1 < q oo) (vt. tingimused (1), (2)) jaoks tuletatakse parim

9

valem (3), hulgale W< 2r > parim valem (21).
9

M. LEVIN
THE EXTREMAL PROBLEM FOR THE QUADRATURE FORMULAE FOR SOME

CLASSES OF FUNCTIONS

For the functions of class (see conditions (1), (2)) the best formula (3) has
9

been constructed and for the functions of class tF<2r > the best formula (21); 1< q 00.L q
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	* Кислород удален частично. ** Без удаления кислорода. (В) Рис. 2. Зависимость МЭО hA двухкомпонентного раствора (Л -I- 5) от относительного числа молекул f а при насыщении линии компонента В. 1 хлороформ + циклогексан, 2 бензол + циклогексан. 3 бензол + ацетон, 4 ацетон + бензол.
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