
И. ПЕТЕРСЕН

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПО РАВНОТОЧНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ
В ТОЧКАХ ЧЕБЫШЕВА

Исследуется оценка наименьших квадратов полинома одной переменной по равно-
точным некоррелированным измерениям в точках Чебышева. Устанавливается скорость
сходимости в смысле среднеквадратичной ошибки интерполяционного процесса по
равноточным измерениям в случае дифференцируемых функций.

1. Свойства оценки наименьших квадратов полинома степени т по
равноточным некоррелированным измерениям на отрезке [—l, -|-1] под-
вергались исследованию в случае двух систем точек измерений. Гэст [‘]

показал, что если измерения производятся в нулях производной поли-
нома Лежандра и в точках —l, -j-1, то соответствующая оценка имеет
наименьшую максимальную на [—l, -j-1] дисперсию по сравнению с
любым другим расположением т+ 1 точек измерений. Максимальное
значение дисперсии на [— 1, +l] при этом оказалось равным диспер-
сии ошибки одного измерения а2

. Гоэл и Левин [2 ] рассматривали си-
стему точек Xi —cos /л/m (/ =0,1, ... , т), которые являются точ-
ками максимумов \Тт {х)\ на [ —l, +l], где Тт {х) полином Чебы-
шева степени т. Они установили, что для любой фиксированной точки
вне отрезка [—l, -\-\] оценка наименьших квадратов по измерениям в
этих точках имеет наименьшую дисперсию. Кифер и Вольфовиц [ 3 ] по-
казали, что для оценки старшего коэффициента полинома оптимальными
являются также точки максимумов |Г7П (х)|. Этот результат в несколько
измененном виде был обобщен Стюденом [4 ] на проблему оценки всех
коэффициентов полинома в отдельности.

Во всех этих случаях оценка полинома степени т производится по
измерениям в m-f 1 точках, т. е. оценки совпадают с соответствующими
интерполяционными полиномами Лагранжа. Известно [s ], что по точ-
ным значениям функции интерполяционные полиномы Лагранжа имеют
хорошие аппроксимативные свойства, если узлами являются узлы Чебы-
шева, т. е. нули полинома Тт+\{х). Распределение узлов Чебышева по-
хоже на распределение точек максимума Тт {х) и поэтому можно пред-
полагать. что оценка полинома по измерениям в узлах Чебышева яв-
ляется хорошей (хотя и не оптимальной) как для оценки полинома вне
отрезка [—l, +l], так и для оценки его отдельных коэффициентов. Так
как узлы Чебышева, кроме того, легко вычисляются для любого т:

2i + 1
х\= — cos -j-Т л (*'•“ 0,1, ... , т), то представляет интерес, какой

максимальной дисперсии достигает соответствующая оценка (полином
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Лагранжа) на отрезке [— 1, -М]. В настоящей заметке соответствую-
щие оценки устанавливаются применением «метода воспроизводящих
ядер» [6 ’ 7 ]. Оказывается, что максимальная дисперсия оценки по из-
мерениям в узлах Чебышева менее чем в два раза больше максималь-
ной дисперсии по измерениям в узлах Гэста. Этот результат одновре-
менно указывает на устойчивость интерполяционного процесса по узлам
Чебышева отнбсительно ошибок (например, ошибок округления) в зна-
чениях интерполируемой функции при увеличении степени интерполя-
ции. Далее исследуются возможность идентификации функции f(x) на
отрезке [—l, -j-1] и скорость убывания среднеквадратичной ошибки
по равноточным измерениям в узлах Чебышева, если априори известны
лишь некоторые дифференциальные свойства f(х). Такой подход позво-
ляет получить априорную оценку необходимого количества измерений
для восстановления f{x) с заданной точностью без (обычного, но часто
неоправданного) предположения, что восстанавливаемая функция яв-
ляется полиномом известной степени.

2. Пусть рт {х) неизвестный полином степени т. Применяем для
восстановления рт {х) по равноточным, некоррелированным измерениям
рт {х) в точках Х{ отрезка [— I, +l]

метод воспроизводящих ядер, выбирая в качестве меры на [—I, -f-I]
меру

(2)

Для этой меры известна квадратурная формула Эрмнта [ s ]

(3)

(4)

точная для полиномов степени 2m Д- 1. Так как коэффициенты формулы
(3) равны между собой, то оценка рт {х) метода воспроизводящих ядер,
построенная на основании этой формулы, совпадает с оценкой наи-
меньших квадратов [']. Поэтому и вследствие того, что через m Д- 1
точек можно провести полином степени т, эта оценка рт {х) совпадает
также с соответствующим интерполяционным полиномом.

Для построения оценки рт {х) надо, кроме квадратурной формулы,
иметь еще воспроизводящее ядро для полиномов степени т по мере (2)
на [ — 1, -fl]. Как известно, по этой мере на [— I, Д-1] образуют орто-
гональную систему полиномы Чебышева

(5)
Так как

(6)

то воспроизводящим ядром по рассматриваемой мере для полиномов
степени т является ядро

Zi Pm{Xi) -f ni> == 0, Mnitlk = a2Öik , (1)

dx
h,{dx) =

л у 1 jc 2

+i
Г dx [mJ q (x) —

—

= Я (Xi)
_i я У I * 2 m + 1 i=o

с га 1 узлами
2i + 1x;- = —cos-^n +-n (i =O, I, ..., m)

Th{x) cos(ß arccos x) [k =O, 1,
..., m)

Г т 2, v dx fl , если k= 0,J Tk {x) I=z = \
-1 n-jlx 2 1/2, если k l,
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(7)

Это ядро может быть по формуле Крнстоффеля—Дарбу представлено
также в виде

(8)

Искомой оценкой является теперь

(9)

иее дисперсия выражается [ 7 ] в виде

(Ю)

Полагаем в Кт {х,х) х = cos В. Тогда

(I I)

где U2m{x) ортогональный полином Чебышева второго рода со сте-
пенью 2т. Так как для U2m{x) имеют место [B ] оценки

3. Пусть теперь f{x) функция, имеющая р непрерывных произ-
водных на отрезке [ —l, —{—I], причем I(рЦх)1 (рЦх) удовлетворяет на этом от-
резке условию Липшица

По теореме Джексона [s ] тогда при р для f(x) существует поли-
ном Цт{х) степени т такой, что на отрезке [— 1, -f-1]

(17)

Предполагаем, что в узлах (4) можно повторить измерение f{x) с не-
коррелированными ошибками, и рассмотрим кратность измерений не-
прерывной величиной, одинаковой для всех узлов. Тогда после N изме-
рений имеем

m

Km {x, У) —l“h 2 TÄ (%) Tk ( у ).
h= l

. 1 Tm {x)Tm +i{y)—T m {y)Tm+l {x)A™(-v, У) = т Tzry

л 1 пг

Рт (■*) = т , j 2Km (-V. Л'i)Zi,
' i—o

Dpm{x) j Km{X, X.) .

т та

Km (*, -V') =l+ 2 JŽ eos2 66 =1 + (1 -f eos 266) =
k=i k= l

™ 2m + 1 sin(2m + 1)6 2m-f 1 1=m+ i + JE/ eos 2kQ —-f =—õ +T u*mix )>
k=i

(12)

jU2m (x) i ' , 1 X<Z -j- 1 , (13)1 1 у 1 Д-2

то
2 m -f- 1

Dpm(x) -Д m _j_ 1 02,o 2
, (14)

Dpm {x) sc; (2m4- 1 -f -

1
- •)

. !<*<+!. (15)
2(m+ 1) V Уl x 2 '

\fm{x) —fW(y)\ 0 < a <C 1. (16)

, ,
, СрМ, 1)»ср = j,
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(18)

Составим соответствующую оценку (9)

(19)

и исследуем среднеквадратичную ошибку этой оценки. Очевидно,

(20)

и поэтому

и на основании известной оценки для фундаментальных полиномов
Лагранжа при узлах Чебышева [s ]

4
Действительно, если А определено через (26) иф(т) = Ата —9—— In т,
то ф(т0 ) и ф'(т) = (апАта

— 4)/ят 0, так что ф(т) 0 при
т тO .

Применение (25) к (24) дает

(27)

{m + l)a2

Zi = / (Xi) -j- rii, Mtii =О, Mriitik = bih■

л 1 rn
jtn (X) = Km (л% Xi) Zi

i=o

} rn

Лт (*) = Лт
1 i=o

М[f{X) j(Х) ] 2 =М[(j(4 Лт(*))+' (Ят {x ) f{x)) ]2 =

[1 т
[f (*) Лпг (*) ) + ~JL Km {х, xi) (Пт (Л'г) t (Д'г) )

1 i=o

1 т 12 Г 1 т

~~ST\ Km {х, Xi)tli = I f{x) Jtrn ( x) + “ГД Km(X xi) X
1 1

I=o J *■ i=o

I 2 0~ m о

X (jtm(X) / (X) ) j -j- i m _J_ Д,- Km (X xi) ■ (21)

Здесь по [7 ] и (il), (12)
1 «г ‘

, ■
. j Km (X Xi) =Km(X x) 2tn -}- 1, - I'Д x -j~ 1 (22)
‘ 1 i=o

1 ™ 4
"" X7 |Кт (X Xi) I < 8 + In m. (23)

1=0 1
Из (21) с помощью (17), (22) и (23) получаем

* ( 4 \ CpMp 2/Ti 1М[/Д) /Д)]2 Д 9+ -lnm) га2(г+щ +~-^— 02.O2 . (24)

Пусть m > то. Тогда
4

9 -J- —ln m 4ma, (25)
где

Л = шах 9 -j- —lnmo j /m“, 4/яаm“ j . (26)

АгСгМ% 2т+ lМlf (х) - f (х) рs; —— +—— <?.
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В случае фиксированного (но достаточно большого) N и при условии
рД> 0 правая часть (27) имеет наименьшее значение при

Для такого выбора m

Отметим, что правая часть (29) убывает при увеличении N со ско-
-2р

ростью N Zp+l
. При оценке полинома скорость убывания дисперсии

равна AM. Уменьшение порядка скорости убывания среднеквадратич-
ной ошибки при переходе о г полиномов к дифференцируемым функ-
циям, таким образом, при больших р незначительно. Менее желательно
появление в правой части (29) постоянной условия Липшица Мр .

Если р= 0, то оценка (27) слишком грубая для установления схо-
димости к нулю среднеквадратичной ошибки. Сходимость, однако,
имеет место и в случае р— 0, В этом легко убедиться, применяя
к оценке (24) неравенство, аналогичное (25), но с правой частью ßm ß

,

О < ß < а.
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I. PETERSEN

IDENTIFITSEERIMINE VÕRDTÄPSETE MÕÕTMISTE JÄRGI TŠEBÖSEVI
PUNKTIDES

Taastavate tuumade meetodi [ 6 - 7 ] ideed kasutades tuletatakse antud astmega polünoomi
vähimruutude hinnangu avaldis ilmutatud kujul võrdtäpsete mõõtmiste puhul lõigu
[—l, -(-lj Tšebõševi punktides ning tõkked selle hinnangu dispersioonile samal lõigul.
Antakse polünoomi vajaliku astme aprioorne hinnang funktsiooni f{x), f(p) (x)e Lip M a
identifitseerimiseks antud ruutkeskmise veaga. Näidatakse, et N võrdtäpse mõõtmisega
on selline f{x) lõigul [— 1, +l] identifitseeritav ruutkeskmise veaga, mis kahaneb kii-

/ / a 2 \ p/( 2 p +>) \

rusega ОЦ j j ■

2
_

1
/ Jl \2p+l / N \2p+lm=[ACfMrp*) . (28)

22p
A 2p 4- 1 / \2p+i /a2 \2p+T o2

M|fW-i(P] ! ■ ( ACPMP ) •(—) +-r . (29)
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I. PETERSEN
IDENTIFICATION BASED ON MEASUREMENTS WITH EQUAL PRECISION IN THE

TCHEBYCHEFF POINTS

The approach of the “reproducing kernels method” [ 6 . 7] is used to obtain in
explicit form the least squares estimator of a polynomial of a given degree based on
measurements with equal precision in the Tchebycheff points of the interval [ —l, +l],
and to find bounds for the dispersion of this estimator on [ —l, +l]. An a
priori estimate is given for the degree of the polynomial necessary for identify-
ing the function f(x) satisfying f(p) {x) e Lip Jfa, with a given mean-square error. It
is shown that, with N measurements of equal precision, such an f{x) is identified on

/ j G 2 \ p/(2p+ l ) \

[—T, +l] with a mean-square error decreasing as Oil 1 j
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	Зависимость скорости образования dd\.l от средней кинетической энергии с?р-атома. а Альварец и др. [lв]; b Феткович и др. [4]; с Доуд Is]; d Джелепов и др. [■]. Кривая зависимость по данной работе.
	Качественное поведение расщепленных частот активной моды в низкосимметричной фазе.
	Рис. 1. Зависимость от температуры ширины на полувысоте некоторых линий HN: / нитробензол, 2 азоксибензол, 3 формамид. 4 гексаметилендиамин, 5 диметил форМЗМИД, 6 Bß''-ТИОДИПрОПИОНИТрИЛ, 7 ЭТИЛеНГЛИКОЛЬ-бис(прoПИОНИТрИЛ)эфир, 8 Bß'OKCHflHпропионитрил. 9 анилин, 10 хинолин. 11 азобензол, 12 фенилгидразин, 13 N-диметил апилин, 14 N-этиланилин, 15 N-диэтиланилин.
	Рис. 2. Зависимость ширины линии на полувысоте Av от отношения динамической вязкости г) к абсолютной температуре Т. Условные обозначения см. на рис. 1.
	1 Рис. 3. Зависимость от температуры градиента электрического поля п » (ГЛуп-Ч 2 на ядрах 14N. Условные обозначения см. на рис. 1.
	Рис. 1. Принципиальная схема учетверителя частоты; А и Б сердечники удвоителя.
	Рис. 2. Семейство эквивалентных кривых намагничивания первичной цепи удвоителя частоты.
	Рис. 3. Теоретические электромагнитные режимы удвоителя частоты: а при прямоугольном напряжении питания; б при синусоидальном напряжении питания. 1 основная кривая намагничивания сердечников; 2 электромагнитный режим удвоителя частоты при холостом ходе; 3 то же при номинальной нагрузке.
	Рис. 4. Энергетический цикл при подмагничивании сердечников удвоителя третьей гармоникой тока i 3 = —sin Зт; Напряжение питания синусоидальное и выходной ток учетверителя ц = sin 4т. Условные обозначения см. на рис. 3.
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