
А. ШПИЛЕВСКИЙ

ТЕОРЕМА ОБ ОБОБЩЕННЫХ ТОЖДЕСТВАХ В я-МЕРНОМ
ПЛОСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ И ИХ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

A. SPJLEVSKI. TEOREEM ÜLDISTATUD SAMASTUSTEST M-MÖÖTMELISES TASASES RUUMIS
JA NENDE INTERPRETATSIOON

A SHP/LEVSKI. THEOREM OF GENERALIZED IDENTITIES IN AN N-DIMENSIONAL PLANE
SPACE AND THEIR INTERPRETATION

■ Известные тождества Якоби [А, [Л, C]] Д-[Л, [С, А ]]4- [С, [А, Л]] = 0
в случае алгебры Ли группы 0(3) переписываются через структурные
константы группы в виде €щ6 Ыт + € ik i £ im +€ k u €пт =■ 0. Это послед-
нее и другие аналогичного типа (см. ниже) тождества легко обобщаются
и доказываются для /г-меркого плоского пространства, если воспользо-
ваться давно разработанной Вебленом [Д техникой обобщенных симво-

.dixKх% ... ,х'чп)лов Кронеккера б/. Д'ДД =

d h x j, x j~ . Все результаты, получен-
ные нами, удобно представить в форме следующей теоремы:

Теорема. В каждом я-мерном Евклидовом (и псевдоевклидовом
с любым числом мнимых координат) пространстве существует я 1
независимых тождеств (Т т ) —O, 2 <.яг<я вида

т
(Т I а А'.' •••;.&» s/>'2«3 lm

— АVm) P/i ■■■lm ■■£* ® I'- •■ ■ J к~i Ч 1к+\ ■■■lmk=* 1

Доказательство легко осуществляется методом математической индук-
ции, ибо случай (Тг ) 0 легко проверяется непосредственно, а, постули-
руя (Тт ) =O, доказать (Т гп+l ) =0 можно либо методом от противного
(воспользовавшись формулой Ö !'■''' lmlm+l -[k II—ДД ••■ Д ; См. ['-]),
4 'Г Г h .. jmim+t .. .ik (п А:)! и■■■ im > 1 11

либо явным методом, используя формулу
тп

si,
... im im+i s*i ... im Cm+l / 1\ mk Я‘} Ь■■ • • • *.т Дт+‘ f1 }

!. . ./т и /т-И V /. +. •- • /т/т-Н /i .. . /fc-i U /Jc • I 1 i

Весь смысл и вся ценность случайно найденных тождеств (Г т) =0
в их интерпретации. Дадим теперь интерпретацию некоторых из них.

а) Случай (Тп) —O. Если воспользоваться символами Леви-Чевиты
=0/,/Д;"/„= = €

/|/г и представлением обобщенного
символа Кронеккера в форме (см. [*])
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ТО, переписав (Г„)=oв виде /Л
€*' lг■' ■ я €/,.,. , s_t

/,./*+,. /д
€

л/л_ Q и све рНуВ эхо последнее выражение с £ан...> я , найдем
после небольших преобразований и замены i\~jn+1

/.... /«с+I
+ i (- 1)-• ■/ я /.... /*-. ъ =о. о)

£=J

Мы получили /2-мерный вариант того тождества, которое для я = 4 при-
меняется с успехом и принципиальным значением, например, в [ 2], а для
/г = 3 используется, например, в лекциях В. Огиевецкого [3 ]. Тождество
(3) легко и очевидно интерпретируется геометрически. Между прочим,
(3) следует прямо из (1), если там положить т=пи использовать (2),

б) Случай (Г3 ) =O. Для интерпретации {Тг ) = 0 удобно исполь-
зовать формулу в виде

(5?-Г =Ö т д’l +õJpб? -г Õт õp
k .= öffdг+ t г дрк • (4)

Теперь берем (Г3 ) =0 в виде бЩш
— Ь^% п

=> b l ™k + Ъ'-рк , которое после
использования сначала (4) и приведения подобных членов, а затем тож-
дества (Т 2) ~0 и снова (4) примет вид* б*ijõ s £n— õmjf =б ць

а Kl-
Если теперь ввести эрмитовые матрицы Ekt с элементами {Еы)ц ib U

ki ,
то последний вид (Г 3 ) =0 окончательно будет выглядеть в записи через
матрицы Еы так:

{Ец, Етп ]_ = —iöub a ЕаЬ i(b im Ejn 4- 6jnEim bin Ej m bjmE in ). (5)

Такая форма записи немедленно требует интерпретировать (Г3) =0 как
матричную запись коммутационных соотношений для генераторов вра-
щений Еы в /г-мерном пространстве, вид которых обычно постулирует-
ся {4 - s], а у нас они появляются естественно, как следствие доказанной
теоремы.

в) Случай {Т2 ) —O. Это тождество с учетом (2) для п— 3 авто-
матически дает тождество Якоби в записи через структурные константы
группы 0(3). Отметим, кстати, что для трехмерного пространства обыч-
но принято брать в качестве генераторов вращений не генераторы Ekl ,
указывающие плоскость вращения, а дуальные к Еы генераторы
■4/ —' ~Ь Е jki Eki, указывающие ось вращения. Поэтому, сворачивая (5) с
i мы легко получаем вместо не употребляемых в случае враще-
ний в трехмерном пространстве коммутационных соотношений (5) обыч-
ные коммутационные соотношения \Ak ,

=■ i б kijAj, известные как про-
изведение Ли в алгебре Ли группы 0(3).

В заключение автор сердечно благодарит проф. П. Карда, М. Кыйва и
Я. Лыхмуса за полезное обсуждение работы.

* В силу выбранной нами метрики с однозначной сигнатурой допустима и исполь-
зуется взанмоперестановочность всех верхних индексов со всеми нижними индексами
ибо верхние и нижние индексы эквивалентны.
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