
О. ВЛАРМАНИ

О НЕКОТОРЫХ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДАХ
С ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИЕЙ

ОБРАТНОГО ОПЕРАТОРА. 1

В работах [ 1 • 2 ] идея последовательной аппроксимации обратного оператора при-
менена в итерационных процессах для минимизации функций нескольких переменных
и решения систем трансцендентных уравнений.

Для решения нелинейных операторных уравнений С. Ульм предложил [ 3 ] итера-
ционный процесс такого типа, являющийся некоторой модификацией метода Нью-
тона [ 4 ]. В предположении, что решение операторного уравнения существует,
в статье [ 3 ] доказаны теоремы о сходимости этого метода и рассмотрены некоторые
случаи его применения.

В данной статье, исходя из иных предположений, доказывается сходимость ите-
рационного процесса, предложенного в работе [ 3]. Кроме того, рассматриваются другие
итерационные методы с' последовательной аппроксимацией обратного оператора, дока-
зывается их сходимость, а также существование решения нелинейного операторного
уравнения при сделанных автором предположениях. Для расширения области сходи-
мости исследуемых итерационных методов используются итерационные параметры,
определяющие длину шага итерации.

I. Пусть в вещественном банаховом пространстве Е\ дано оператор-
ное уравнение

Р(х) = 0. (1)

Для нахождения решения уравнения (1) часто применяются методы
вида

хп+1 =хп е п А п Р(хп ) (" =O,I, 2, ...), (2)

где гп вещественные числа, определяющие длину шага итерации,
А п последовательность линейных операторов.

В статье [ s] доказан ряд интересных в теоретическом отношении тео-
рем о сходимости и скорости сходимости методов вида (2), если, в част-
ности, А п последовательность линейных ограниченных симметричных
и положительно определенных операторов в вещественном гильберто-
вом пространстве Н. Однако никаких указаний и правил для практиче-
ского конструирования последовательности операторов А п в ней не при-
водится.

Если Ап —'[Р'{хп)]- 1 и еЛ =l, то метод (2) превращается в метод
Ньютона Канторовича [4 ], при этом нахождение точного обратного
оператора (или эквивалентного ему решения линейного операторного
уравнения Р'{хп ){хп+ ; — хп ) =

—Р{хп)) на каждом шаге итерации
может оказаться довольно трудным, в связи с чем представляют интерес
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методы, основывающиеся на последовательной аппроксимации обрат
кого оператора.

Используя метод Ньютона для обращения линейного оператора,
можно построить итерационный процесс (по-видимому, впервые пред-
ложенный С. Ульмом) вида

[ хп+\—хп — А п Р{хп), (3)

1 А п+1 =Ап[2Е~ P'{xn+i)An l (4)

где Е — единичный оператор и п — 0, 1, 2, ... . В данной статье для
аппроксимации обратного оператора используются, кроме того, итера-
ционные процессы

Лп +\
=• А п {ЗЕ — SP'{xn+i)A n -f- [Р'{хп+ \) А п ]2 ) и

А п+\ — А п — а(Р' {хп+\)А п — Е)

(а> 0), рассмотренные соответственно в [6] и [7].

Для одношагового метода (при решении нелинейных операторных
уравнений)

Xn+l -— Х п Qn(Xn) »
(^)

%

где Qn — некоторый оператор из Е х в Еи Б. Т. Поляком [8 ] доказана
обшая теорема о сходимости такого рода методов.

Теорема {Б. Т. Поляк ). Пусть х0 £ Е ь S =• {х £ Е j : \\х —
*0 11 < q}

и на S выполнены следующие условия:
а) оператор Р{х) дифференцируем {по Фреше)\
б) производная Р' {х) удовлетворяет условию Липшица

||Р'{х)-Р'{у) || ■< L \\х — у\\;
в) (|Р(х)-РД*)РДх)|!<у||Р(*)11, у < 1;
r) 1Ш*)11<М1Я(*)|| ;

Д) 6 = I.

Тогда 1) если у 0 и г х — X ЦЯ(х 0 ) 11/(1 — б) < q, то уравнение Р{х) = 0
имеет в S решение х*, ||*0 — **11 <.П, к которому сходится последова-
тельность (5), причем

\\х п — **И =• 0 (у") < п б";

2) Если у — 0 и г2 = (2/ТХ)Я 0 (0)< Q,
где

П п {6)= У]
k=n

то уравнение Р(х) ~0 имеет в S решение х*, Hx 0 — 2, к которому
сходится последовательность (5), причем

\\xn -x*\\<{2/LX)H n {ö).

Отметим, что выполнение в этой теореме условий в) и г) дли любого х 6 3 излиш-
не; достаточно, чтобы этим требованиям удовлетворяли точки итерационной последо-



вательности хп +\
= Хп — Qn(xn ), где n = 0,1,2,..., поскольку предположения в) и г)”

использовались лишь для выведения соотношений

||Р(д:п+l )!l<6 п |lЯ(х п )Ц 1,2,...)

(см. [ B], с. 996).

Ниже теорема Б. Т. Поляка применяется для исследования сходимо-
сти метода (3) (4) и других подобных методов.

Обозначим через А 0 начальное приближение к оператору [Р'(а* o)] 1 н
введем обозначения \п, уп и р„ для постоянных удовлетворяющих сле-
дующим неравенствам:

IИ„Ц<Я„ (л = о, 1,...), (6>‘
||£ Р'(Хп)А п \\<Уп (п = 1,2,...), (7>=

Ц£ —Р/ (хп )Л„_l |Кр„_l («=l. 2. ...). (8>
Если положить

сO -= L\\P{X o)\U (9>

уо ==' тах{ро, lIЕ Р' {х0 ) Л o||), (Ю>-

=С (1 -)- уо). (! I Е
Я, = С{l -f- ро). (12)

L* 2

6/. = v»+-2S| l (l3>.

r 1 ~ Тп \\Р (*о) II /(1 Ьп) 1 где п=o, 1,2,..., (14)“
то можно сформулировать следующую теорему:

Iеорема 1. Пусть х0 6Е и S= {х сЕ, : \\х хo || <q} ина S выпол-
нены следующие условия:

1° оператор Р{х) дифференцируем {по Фреше)\
2° производная Р' (х) удовлетворяет условию Липшица

\\Р' (*) Р' (У) 11<Б |1 х г/Ц;
3° существует [Р'{х)]~ 1 и II [Р' {x)Y x II < С;

4° fto = vo+ new ll <1;

3 Pi —Ро -f- Xi Со бо Po-
Eoada, если г(

l
]=-10 ||Р(хo) ||/(1 б 0 ) то уравнение Р{х) =0 имеет в

S решение х*, Цлг o х*|| ri*J)
, к которому сходится последовательность-

(3) (4), причем

1и„-л:*1Кг)л) Пo^л(

.o)^,
г=и

где б/г ~ s* 0 при k—* 00 . Таким образом хп —>х* со скоростью, большей
чем геометрическая прогрессия.

38 ГО некоторых итерационных методах с последовательной аппроксимацией . ..
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Доказательство. Из неравенств (7) и (8) заключаем, что

lI Е —Р' МАИ =WE ~Р'МА п-1 [2 Е- Р'{хп)А п- х]\\ =

= II (£-/>'(*„) Л„_,) ■(£-■?' (*„)>!»-,) ll<pJ-i,
так что можно принять

Уп— рл-i, где п= 1,2,... . (|l5)

.Покажем, что можно принять

b„ = C(l+<vn). (16)
л I

Рл Рл-1 hn Со 1~1 Ö,-. 07)
/=о

Тlо условию 3° теоремы 1 имеем

Ш\= II [?'(*») Г 1 + Ап - 11=
= \\[Р'(хп)]~' +[Р'(х„)]-' (Р'(х„) А„ —£)|| < С(I + \л).

и в дальнейшем можно считать, что

A„=.C(H-T») = C(H-PS--,). гДе. «= 1.2 (18)

Рассмотрим разность

Е-.Р'(х)А п = Е Р'{хп )Ап+ -

полагая х ~ хп+l . 'Получаем

\\Е - P'(xn+l )A J < ||£ - Р'(*П )ЛП || + \\Р'{хп )Ап - Р'{хп+l )А п\\.

Имея в виду линейность операторов А п, а также то, что Р'(х) удовлетво-
ряет условию Липшица, можем записать

\\Р'{хп )Ап -Р'{хп+l )А п \\ =

\\[Р'{хп ) Р'{х п+х )]Ап \\ <A,„L \\хп хп+\\\.

Учитывая оценку

- Хп \\ <к II II п (ср- И. с. 996)
£=o

неравенства (6), (8) и соотношение (9), получаем окончательно

ШЕ-ГМАД <р. = +Alec П «». где ч=|,2 (19)
г=о

На основании условий 4°, 5° теоремы 1 и оценок 11Р(*„-н)1К
<. Ьп \\Р{хп) || легко доказать по индукции, что при я-»оо

Рл X о, <2O) õ„ ч 0, (23)
УлЧО, (21) 11Р(лг„)11 чО, (24)

К ч С, (22)
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Теперь нетрудно проверить выполнение условий в), г) и д) предыду-
щей теоремы.

в) Учитывая, что Q n (x) =..А п Р.(х), имеем

IIР(хп )~-Р'(хп)А„Р(хп) II <Ц£ Р'{х п)А п \\ \\Р(хп )\]<:уп\\Р{хпП.
Так как 1 >уо >Yi - Уп > > О (см. (21)), то достаточно взять
У = Уо< I-

г) С учетом (6) и (22) получаем

II = I \Л пР{хп ) || < К\\РМ II < Xoll />(*«) И,
т. е. достаточно принять Я =■ до-

выполнение условия д) очевидно при б = б O .

Таким образом, при сделанных предположениях все требования пре-
дыдущей теоремы выполнены, и остается лишь применить эту теорему.

Кроме того (ср. [ B], с. 996),
k-i

и**н - Хк\\ = \\AkP{xk)\] <К №{xk ) II < К ПЯ(*о) lIП б/ (k>\)
i= o

и поэтому для m> я в силу 6„+i < õrt и A,n+i <Л„
т-1 "г -1 Ь-} д- 1 т-t ,

Um *J< j*? \\Хш Xk \\ <Хп ЦР(ДС O )II JtJ ПЬ<ЬпЦР(Хо)тЬl:**п *’

k=n к**п i=o k=n

обозначая г]о = б и, получаем

ll*™ - *»|| < КIIP(*o) II п в, = '•‘Г’ (I - nHri в, <
1 По i=o г>o

г=o
где

rf = К ||Р(*о) II /(1 - Ло) = К 11Я(*о) II /(1 -6„) <

ЦР(*о) 11/(1 -Ы =г?.
Если т *оо , то

ll** хп \\ <г\п) Пbi<гТ б о .
i=o

Тем самым теорема 1 полностью доказана.

Замечание 1. В пределе п— > оо скорость сходимости итерационного процесса
(3) —(4) приближается к квадратичной в силу уп —> 0 при п—>оо(см. п. 2 теоремы
Б. I, Поляка).

Квадратичная сходимость метода (3) (4) при хороших начальных приближениях
х о, А0 доказана в [ 3].
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2. Рассмотрим теперь итерационные процессы вида

j %п+l —%п Ли Р (%п) (25)
I А п+] = А п [2Е-Р'(хп+l )Лп 1 (26)

где o<е„< 1 и л—> 0, 1,2,....

Обозначим
I|Л П |[<ХП (и =Ь. 1,2,...). (27)

11£ вп Р'{хп) Л П Ц<7„ (л =1,2, ...), (28)
|(£ />/ (*л)Л п_ 1 Ц < рл_l («=1,2,...), (29;

Со = L\\P{x o) 11,
(

(30)

Yo = шах {ei Ро + 1 ei, Hf ЕоР'(хо) Л O П), . (31)

Х0 = С(1 -f- ус), (32)

X, = C(1 + PŽ), (33)

б„ =tn + ieltäL II Р (хп ) ||, (34)

,Y> = to|| P(*o)||/(! -б„), (35)

где (О == sup {е,- Я 2 } (г =О, I, ...) и л —O, 1, 2 ... .

Тогда имеет место

Теорема 2. Пусть х o £Е\ и на сфере 8 = {х£Е { :\\х *oЦ<С>}
в дополнение к условиям I°—3° теоремы 1 выполнены следующие усло-
вия:

8~ А L
а) бо =Yo Н—~2

— 1;

б) Pi =Ро ei А-i Со бо Poi
X

в) 8„-i <e„<min(l, 8„-1 б„_ 2
.} 0=1,2,...).

Тогда, если ri 0)
= соЦЗР (л:0 ) II /(1 б 0) <р, то уравнение Я(*) = 0 имеет

в S решение, к которому сходится последовательность (25) (26),
причем

\\хп -х*\\<7[*П б( ,

»и

где б*o при ek I и k—>oo.

Доказательство. Из неравенств (28) (29) получаем

||£ е„Р'{х„)АЛ = Ц£— 2еп Р'а„)+ Л„-,]2 || =

= Не, {Е - 2Р'(*~И„-. + [P'(x„)A„.,f) +
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+ E гп Щ < B„||£’ P'{xn )An. iH 2 +

+ 1 —e„ <en pn-i + 1 —en =yn {n= 1.2....).

По условию 3° теоремы 1 имеем

\\А J < ||[Я'(*„)]-• + IР'(хп )]-

<C(I.+ pLI)=X (гг = 1.2....).

Здесь Qn{x) = е п Лп Р(х), поэтому

II Qn (*n) II = в„| \А п Р{хп) Ц<ея кп\\Р{хп ) li,

и в силу предположения в) и \\Р{хп) || б я-1 llP(*n-i)ll

lUn+l ~хп \\ = HQ*.(*«)H <еп К IIР(хп ) II <
я—l я—!

<ея К \\Р{х o) 11 Пõi< о) ЦР(*о) Ц П б/.
I=o (=0

ИЛ - Р'(Хы)АЛ < lIЛ - Р'(хп)АЛ + ll Р'(х п)А„ - Р'(х п»)А п|| <

П 1
'V Р«-1 V \\х п Хп+ ] I) Ря_l &п VСо 1~1 б; =Рп (П=l, 2, ...)•

I=o

Далее (см. [ B], с. 996)

IIР(*„+1 ) II < V.JРМ IH- иД*,,)Ег
<

i( л/ ЧII I (-'-п) il
ЦП/ \ нVYn 1м (хп ) II И 2 бга ЦР (-£«) 11,

где
г-ЛlЦ\Р(Хп)\\

0п = L " я=o. 1,2

Допустим, что
Р«< Рп-1,
Yrt < Yn-I -

VV Vi-
б„<бп-ь

тогда на основании предположения в) и ЦР(хя) Ц < бп-\ ||P(jcn_i) Ц имеем
п п— 1

Рп+l =Р« V 6Я+] V+l Со Г] 6/ Pn- I Д- 8п сс Пб/ Рп-
i=o I=o

2о ч 2Yn+l 8n+l Pn Bn+l 8n pn— 1 18ЯV, (ея+) 8/i) Pn -1 (S/i+l 8Я ) Д.

<(e„+,-s„)(pL, 1)<0,

и, следовательно, уп+i V Yn-
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и далее Ä„+i =С (1 -j- р«) < С (1 + s2п_х)$ 2п_ х ) Хп>

Е п+ еп^п^йпн =Уп +
*+,

2
+ lI Р (*л+l) II <Уп + —

2
— lI Р (*п) II = в».

Итак, при любом п = 0, 1,2,...

Рп Ро»
Уп < У’о,

Яп

Ö n < Õo.

и-если положить у = уO , Ä Ло, б бо, то все условия теоремы Б. Т. По-
ляка выполнены.

Нетрудно видеть, что при еп 1 теорема 2 превращается в теорему 1,
причем при п~* оо и еп 1,

Рп ХO. õ„ X 0,
Уп хO, 11Р(*п) I! х 0
Х п чС, (ср. теор. 1).

Л—l
Учитывая, что — д:*|| <<ИlР(*о) || П б£-, нетрудно получить (см.

I=o
теор. 1)

И** П б£ .
t=о

3. Исследуем итерационный процесс

j Хп+ l Дп Р (•*-«)
> (36)

I Дп+l=/4ЛЗ^-ЗР'(хп4l )Л„ + {Р'(л:п)/1п] 2}, (37)

где п=0,1, 2, ..;

Если используем (6—9), (11), (13—14) и заменим (10) и (12) соот-
ветственно на

Уо = шах{ро, Ц£ P'^oMoll).

Ä»r= С(1 yi) = С {l -j- ро),
то справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть х0 €Е и S= {х £Е Х : \\х x oll <q}, на S выпол-
нены условия I°—4° теоремы 1 и

Pi =Ро ~Т со бо Ро-



Тогда, если г(Р= Х0 ЦР(хO ) il /(1 б o)<е, то уравнение Р(х)= 0 имеет
в S решение х*, \\х o х*|| < к которому сходится последовательность.
(36) — (37), причем

\\х п **||< ПбI <rf } б о
i=Õ

где ök О при k—>oo .

Доказательство. В данном случае из (7) и (8) следует, что.

lIЕ - Р'{хп ) AJ = ||£ - Р'{хп )Ап- х (3Е - 3Р'{хп )Ап. х +

+ [Я'(*»М„- 1 ]2 }ll <И£ - Р'(Ч.)Л„-,|| 3 < |53
_,

= («=1.2....).

Имея в виду (6) и (9), получаем

\\Е - Р'{хп+l )АJ < ||£ - Р'(х п )Ап\\ +||Р'{хп )А п - P'{xn+i)An \\ <

п—l
< pLi +СO xI П б/ Р„, где /г —O, 1,2,....

i=Ü

В остальном доказательство совершенно аналогично доказательству
теоремы 1. , , -И;; Й i

Замечание 2. В принципе для нахождения А п {п =O, 1,2, ...) можно при-
менять итерационные процессы высшего порядка {р >3) [ 6 ], но в последнем случае-
значительно возрастает объем вычислений на каждом шаге итерации.

4. Пусть, в частности, E x H (Я — некоторое вещественное гиль-
бертово пространство) и оператор Р'{х) положительно определен-
ный, тогда для решения уравнения Р(х) =0 можно применить следую-
щий итерационный процесс:

J хп+l =хп— А п Р (*„), (38) *

1 An+i~An — a{P'{xn+i)An Е) , (39),

где а положительное число и п —0, 1,2,....

Используя (6) (9), (13) (14) и полагая

pi =• ||Е аР'{х) || = шах {|l am], |1 аМ|},
у0 шах(рр0 ,

||£ Р'{х o )Аo \\},

Хо пг~ 1 ( 1 -|- у o)>

Xi m~ x (1 -)- ji, Ро),

получаем теорему.

Теорема 4. Пусть хO £Н, S = {х 6 Н : \\х хoЦ<.р}, на S выпол-
нены условия I°, 2°, 4° теоремы 1 и

а) m{h, h) <, {P'{x)h, h) h), где h € H, и o<]m<M;

б) Pi p po~h Xi CqÕq Po-
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Тогда, если г (

\

]
=■• 7, 0 li Р До) Ц/(1 60 )<.q, то уравнение Р{х) = О

имеет в S решение х*, \\хo x*||</'i 0) , к которомусходится последова-
тельность (38) (39), причем

\\хп —х* ||< г\п) П 0/,
i=U

.где bk ~> О при k oo .

Доказательство. Согласно (7) и (8) получаем

lIЕ - Р'{хп )Ап\\ = ||Е - Р'{хп )[Ап-1 - а{Р'{ Хп - Р)]Ц =

= !1(Р-«Р'ДД) (Р - Р'(*»)Л«-,) II < црп-. =у« ,< я= *- 2- •• ■)

На основании условия а) теоремы 4

M~'{h,h) <.([Я'(^)]-I Л, А) <m- I (Ä,Ä) и
ИЛ J = 11[Р'ДДД 1 Д [Р'(^)]- 1 (Р'(*«М« - Р) il<

Д Ш~ ! ( 1 -j- у, г ) =• /77" !(1 Д (.1 Pn-l) •

.Далее положим
+ (я = 1.2. ...)■

'■Оценим норму:

JP- Р'Д/ж)Л J < lIP - Р'(хп)А J Д ЦР'(х п )Л п - Р'Д П+l )ЛJ <

П I
Др Prt-1 Д Ял Со П õj Pn (n I, 2, ... .).

/=0

Теперь нетрудно убедиться, что при сделанных предположениях
Ш П °°

Р* 0.
у,г ЧО. Ь п О,
Хд/ГГ 1 , ||Р(*„) ii* О.-

Доказательство завершается аналогично теореме 1.

5. Рассмотрим теперь итерационные процессы вида

| -Сх+l —%п б/i А п Р (Хп ) , (40)

1 Л,г +l Л я — а(Р'(хп+ \)А п ■— Е) ,
(41)

где 0< е п <l, п=?o, 1,2, ... .

Если принять
у0 = max{ei рРо +l е ь ЦР 80 Р'До)Л 0||},

7.0 = иг~ 1 (1 Д уо),
Т-i —тп " 1 (1 Д ц р 0 )



и использовать (27) —(30), (34) —(35), то действительна следующая
теорема. ■ ■ : ■ 1 ■

Теорема 5. Пусть хO кН, S={хс Я; . \\х хOЦ <. q}, на S выпол-
нены условия 1° и2° теоремы 1 и ,

a) m{h, h) <. (P'{x) h, h) <Л4 (/г, /г) , где h € //, 0 пг <. М ;

б)6„=Y„+^ii/> (*o)ii

в) Pi —}»Роl“ClТ\ Со бо Ро! ~ ■ .

Г) en_i<8n <min{l, 8„-i 6„_2i} (Л=l,2,

Тогда, если г i0)
=: со ||Я (л:0 ) Ц / (1 — õo)<. Q, то уравнение Р{х)=o

имеет в S решение х*, \\хо— х*\\ )

, к которому сходится последова-
тельность (40) (41), причем ; 1 !;л

■ lUn **Ц < Г
(

I
Л) П 0/,

1=0

где bk 0 при k—>o°ue k -^\.

Доказательство. Вейлу (28) (29) имеем

lIЕ-в п Р'{х п )Л п\\ = \\Е-гп Р'{х п )[Ап„ l -а{Р'{х п )Л - £)]Ц =

lIЕ - гпЕ +B п {Е- аР'{х п)) (Е - Р'{*п)Лп-М <

<е„ р. Рп-1 + 1 еп —уп {п— 1,2,...),

и по условию а) теоремы 5

И «II < ЩР'МГ 1 + [Р'М]- 1 {Р'МАп -Е)II < m-Ч 1 + уп ) =

= т-Ч1 + № -I )=Хя («=l. 2....).

Так как (см. теор. 2)
п- 1 п -1

\\Xn+l хп\\ \\Р (*о) II П б|< О)||Р(*o) || П Ö*.
i=Ü /=0

то
. 11Е - Р'{хп+l )А п\\ < ||£ - Р'{х п )Ап\\ + Ü Р'{Хп)А п - Р'{х^)Ап\[<

П— I

li Рп-1 + гЛпСоП б. (п —1, 2, ...).
i=o

Завершение доказательства теоремы 5 аналогично окончанию
теоремы 2.

Отметим, что и здесь при е„ Iиз теоремы 5 получаем теорему 4.
2 ENSV TA Toimetised F * М-4 1968
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О. VAARMANN
MÕNEDEST ITERATSIOONIMEETODEIST PÖÖRDOPERAATORI JÄRKJÄRGULISE

APROK.SIMEERIMISEGA
Artiklis käsitletakse meetodite (3) ja (4), (25) ja (26) ning (38) ja (39) koonduvust

võrrandi (I) lahendiks ja tehtud eeldustel tõestatakse selle võrrandi lahendi olemasolu.
Uuritavate iteratsioonimeetodite koonduvuspiirkonna laiendamiseks kasutatakse

reaalarvulisi parameetreid, mis reguleerivad iteratsioonisammu pikkust.

O. VAARMANN
ON SOME ITERATIVE METHODS WITH SUCCESSIVE APPROXIMATION

OF THE INVERSE OPERATOR
In this paper some convergence theorems concerning the iterative methods (3) (4).

<25) (26), (38) (39) and the existence of a solution of the equation (I) are proved
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