
Э. ТАММЕ И. СЫРМУС

О РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ
ДЛЯ АНИЗОТРОПНОГО РАССЕЯНИЯ

1. Рассмотрим уравнение переноса излучения для анизотропного
рассеяния в плоско-параллельном слое

В дальнейшем применим для решения этой задачи разностные мето-
ды. При этом уравнение (1) заменяем системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (4) или системой алгебраических уравнений
(8). Указываются итерационные процессы для решения этих систем и
исследуется погрешность таких методов.

Задача {(1), (2)} возникает, например, при исследовании поля радиа-
ции в растительном покрове (см. [ 3]), причем второе граничное условие
связано с отражением излучения на нижней границе слоя.

Предположим, что функции a(z, р,ф), / (z, р,ф), а(р, ф), ß(p, ф),
Y(z, р, ф, р', ф') и б(р, ф, р', ф') непрерывны в области o<z<//,

1 <р, р 7 <l, o<ф, ф'<_2я и что в этой области
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Д _}_ a (z, fi, ф) / (z, fi, ф) =

(1)
2it 1

=I f v(2 > ф, ft', ф')/(2, fl', ф')*/р'Дф' +f(z, fl, ф)
0 —1

с граничными условиями

I{Н, р, ф) = a(fi, ф) ири fi < О
2т. О

I (0, fi, ф) = j j õ(fi, ф, fi', ф')/(0, fi', ф') df.ddcp' -f . . (2>
о Ui

+ B(fi, ф) при fl > О
I

o{z y fi, ф) >O, y(z, 11, ф, (Li', ф') >O, 6(р, ф, р', ф') > о
2г. 1

o{z, р, ф) j I у {z, р, ф, jii7 , ф') dp'cftp' > О
О -1

и
2г. О

1 I I 6(р, ф, fl', ф') dii'dtf > О
о -1
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(последние два условия выполнены, если при рассеянии происходит не-
которое поглощение излучения).

Для получения приближенных методов решения задачи ((I), (2) }

возьмем некоторую кубатурную формулу

При этом предположим, что A 0 и [xk o{k=l,2, . .. , N) . Узлы
кубатурной формулы упорядочим так, чтобы было iu <б 0 при k—\,
2\ ...

N x ир* > 0 при k-Я, + 1, ..., N.

Введем обозначения

// (г) = / (z, ру,фу), оj (z) о(z, ру, фу), f,- (z) = f (z, ру, фу), ay = a (py, фу) ,

ßy = ß ( М-/, Ф/) , Y/ft (2) = у (z, py, фу, pÄ , ф А), бу* = б (ру, фу, рь ф*).

Заменяя интегралы в уравнении (1) ив граничных условиях (2)
суммами на основании формулы (3), получим систему обыкновенных
дифференциальных уравнений (ср. [ 4 ])

Ниже остановимся на вопросах, как решить последнюю задачу и ка-
кова погрешность приближенного решения задачи {(1), (2)}, найденного
решением системы (4) при условиях (5).

При этом предполагаем, что

2* 1 Nj j Ф(ц, JSAk Q>(]ik , <p fe ). (3)
õli ft=l

W lU£l + <’,(z)I l (z) =SAw(4)а ~ fc=l

(/=l, 2, Я)

и граничные условия для нее

Jу(Я) = ay при / = 1,2,...,Ny

N. . (5)
Л(0) — +ßy при j=Ni -f 1,...,N

fc=l

Oi(z) -2JAk yik (z) >C>O (О<2<Я, /=1.2 ЛУ) (6)
k= 1

1 jUiköy* >C > О (/=ЛГ,+ 1 iV) (7)

и что можно оценить погрешности кубатурных формул
2г. 1

=jf' у (2, ру, фу, р', ф')/(г, р', v'Uti'dq,' /l ftyy*(z)/fe (z)
О —1 k=l

2г. О

rrv =1 1 Õ (ру, фу, р', ф')/(0, р', — ‘jE A k bjkh{o) •
0-1 *=!
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2. При приближенном решении системы дифференциальных уравне-
ний (4) производные в ней можно заменить разностями при помощи
формулы

которая верна, если /у (г) непрерывна на отрезке [z,z-\-h\. Таким обра-
зом, система (4) заменяется системой алгебраических уравнений

При оценке погрешности, возникающей при замене задачи {(1), (2)}
системой алгебраических уравнений {(8), (5 7 )}, пользуемся леммой
Коллатца (см. [ ! ], стр. 128). Нетрудно убедиться, что при сделанных в
пункте 1 предположениях система линейных уравнений {(8), (s')}
удовлетворяет условиям этой леммы, вследствие чего эта система имеет
единственное решение 1ц и решение системы

*Ш_/,(г+ к)-1,(г) h 04,(1) ае(г z + h)).
dz h 2 dz2 "

МЫ -LiVA = h (8)

(при индекс i = О, 1, ... . n —1, а при j = N\ -j- 1, ■ ■ •
, N

индекс i— 1, 2, ... , n),
где.

f-tj' t+X
'\—~ + И при j=1,2,...,Ni

LiUu]=-- } .
[Aj ———— + Oalij при j=Ni H- 1,..., N

N
[Л/] Atfiiklikк— 1

lij —lj {%i ) > &ij —°7(Zj) j fij —fj ( Zi)

Yijk Yik {zj) j Zi ih, h— ~.

Граничные условия (5) можно теперь записать в виде

Inj Щ при /= 1,2,..., )

l Uо/] =ß/ при / == Ni + 1,...,N i
где

. Л',
I Vо/] —lо/ ok-

A-= l

u Uii\ L2 [Jii\ = Fij
Jn j —CLj- при j 1,2,. ~Ni

I Uo/j —bj при j=Ni + 1,...,N
является оценкой

I liiKJij (I =O, 1, ... , n\ j=\, 2, ... , N),
если

M Рц, 1ct/J a/» 1ß/I bj-
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Пусть /(г*, ру, фу) является значением точного решения задачи {(Г),
(2)}, а 1ц его приближением, найденным как решение системы {(8),..
(б')}. Обозначим погрешность через

£г/ I (%U M-/> фу) Ui
и предположим, что

<Мг Пр И о o<ф<.2я.-

Значения / (zh ру, фу) удовлетворяют соотношениям
(и) UL\ [I ( Zi , ру, фу)] —L2 [I (Zi , Ру, фу)] = /ty-f- -у +/? y w(zt )

1(Н, ру, фу) = а ;
- при у = 1,2,...,Ni

/[/(О, ру, Фу) ]=ßy -f Гудт при у=Ni + 1,...,N,

где Вычитая из этих равенств соответственно равенства (8)
и (s'), получим

[е„] -UЫ= - М £ + R,n (г,)

Егау = О при у= I, 2,..., Ni
I [во/] = r jN при j —1, ... , N.

Пусть
\R ]n {z)\^Rn (О<г<Я, /=l, 2,

...
, АУ)

Ы<Гдг ЛУ).

Тогда, на основании леммы Коллатца, величины £,7, удовлетворяющие
условиям

L\ —

£ny >0 при у=l,2, .. ~ Ni ’, (9)
/ [Еo] ] >rN при j=N\-\- I, ... , N

являются оценками погрешности

'|е/у|<Ец (i =О, I. .... п, /= 1. 2, .... УУ).

Самой простой возможностью является искать £,7 в виде постоянной 1Ец =Е> 0. Из условий (6) и (7) вытекает, что

L, [£] L2 [£] >СЕ и / [Я] > с£.
Поэтому Ец = Е удовлетворяет условиям (9), если

СЕ М-2 Rn и сЕ Гдг.

Таким образом, получим оценку погрешности

1 1(zi> Vh Фу) U/\ =I ец \<Е =шах (М 2 + , - Гуу) (10>
(У =O, 1, ..., п, /= 1,2, ..... ЛУ).
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Из последней оценки видим, что решение системы {(8), (s')} 1ц при-
ближается равномерно к решению задачи {(1), (2)} l[zu р,-, фу) при
уменьшении h и увеличении N, если оценки R N и приближаются к
нулю при увеличении N.

Уравнения (8) в пределе при /г 0 преобразуются в дифференциаль-
ные уравнения (4). Поэтому из оценки (10) при 1г = 0 получим оценку
погрешности для приближенного решения /у(г) задачи {(1), (2)}, най-
денного как решение задачи {(4), (s)}:

3. Система линейных уравнений {(8), (s')} обычно решается при
помощи некоторого итерационного метода. В работе р], например, для
решения этой системы при постоянных а, у и Õ = 0 применяются схемы
расцепления.

Самым простым итерационным методом является

(И)

где m— 0,1, ... и /•)■ начальное приближение. Соотношения (И)
1 m-f-iявляются простыми рекуррентными соотношениями для вычисления / i;- ;

Исследуем сходимость итерационного процесса (11). Вычитая из ра-
венств (И) соответствующие равенства с индексом т на единицу мень-
шим, получим

I / {2, р7, фу) —/у (z) 1< max I Rn, 4rN
(О j= 1,2, N).

LdlT] = L2[Q + fii
,т+l
' п] О/ при

1 г r m+l -

L U o} J— ß/ при j=Ni + 1,...,N

при j—l, 2,
..., N\ /ГГ =«у

С = й:т/ш- (-Wc.'/+ Л i:|m»A” +%)

{i n I, n —2, ..., 0),

при j = Nid-Л,
...,

N

C-IMÄ4B/
7c=l

C‘ = (w A-t',- + ft jtA kyilkll + hh)
M; 1 fc=i

(t= 1,2,
....

n).

/m+‘
; m ЛInj 1 nj — о при j=1,2,...,N[

/[/,7“ -/Г,l=о при /=лг,+l, ...
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Пусть известна оценка

1 17,-С* I < A,n-i (» =O, 1....;«. / 1. 2, .... Л/).

Тогда

IL2 [l7j — 17j ]|<Д 1 AkyukAm-i = t-2 [Am-i],
h=l

ина основании леммы Коллатца величина Ат, удовлетворяющая нера-
венствам

L\ [Am ] L 2 [A m-i], Ат 0, I[A m] 0

является оценкой
) y m+l /"! i < дI 1 U 1 ij 1

В силу условия (7) неравенство /[A m] > 0 следует из Ат 0. Неравен-
ство Li(Am] > T2[A m-i] или

N
GijAm Ат—\ Д,' 71 a kк= l

выполняется при
A m q Ат-и

1 -где q= шах - ДМ*у/*(г).аМ 2 ' fc=i

На основании условия (6)

Поэтому
q< 1 <17 шш Oj (г)

2. /

к итерационный процесс (11) сходится со скоростью

max]/” /г/I<—-шах|/!у I%\ (т = 0,1,...), (12)
У 1 У i, j

где 1ц точное решение системы {(8), (S')}.

Переходя в (11) к пределу h~*o, получим итерационный метод для
решения задачи {(4), (s)};

„ДШйН. *Лг)l7*'(г)Щ2Ат(г)К (г)+Ыг) (13)
UZ к 1

(/=l. 2, .....
Л/)

7/ ( H) —aj при /= 1,2,...,N\ (14)

/Г 1 (0) = JJÄk6}klH + l (0)+ßy при /|лу, +l, ... .N. (15)
к = 1
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Из (12) следует, что этот метод сходится со скоростью

Функции /7 '
1 (z) можно найти следующим образом. Сначала ре-

шаются относительно I™ +1
( z ) линейные дифференциальные уравнения

(13) с начальными условиями (14) при /=l, 2, ...

,
А/). Затем из (15)

вычисляют /Г* (0) при j =Ni-\-\, ... , N, которые принимаются за
начальные условия при решении остальных уравнений (13).

Итерационный процесс (11) можно рассматривать как приближен-
ный метод первого порядка точности для решения дифференциальных
уравнений (13). Но эти уравнения можно решить и более точными чис-
ленными методами, что делает возможным достижение требуемой точ-
ности при больших h. Например, уравнения (13) можно решить методом
второго порядка точности
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Е. ТАММЕ, 1. SÕRMUS

KIIRGUSE ÜLEKANDEVÕRRANDI LAHENDAMISEST ANISOTROOPSE
HAJUMISE KORRAL

Vaadeldakse kiirguse ülekande võrrandit (1) rajatingimustega (2). Selle ülesande
lähislahendi leidmiseks moodustatakse harilike diferentsiaalvõrrandite süsteem (4) rajatin-
gimustega (5). Seejuures asendatakse integraalid summadega mingi kvadratuurvalemi
abil. Diferentsiaalvorrandisüsteemi numbrilisel lahendamisel jõutakse algebralise võrrandi-
süsteemini {(8), (s') }._Viimasest leitud lähislahendi jaoks tuletatakse maksimumiprintsiibi
abil veahinnangud. Võrrandisüsteemi {(8), (s')} tegelikuks lahendamiseks kasutatakse
iteratsiooniprotsessi (II), näidatakse selle koonduvus ja koonduvuskiirus.

E. TAMME, I. SÕRMUS

ON THE SOLUTION OF ANISOTROPIC SCATTERING TRANSPORT
EQUATION

Ihe transport equation (1) with boundary conditions (2) is examined. With a viewto obtain an approximate solution, a system of ordinary differential equations (4) with:
boundary conditions (5) is formed. The integrals are replaced by sums obtained from
quadrature formulas; the numerical solution of the system of differential equations leads to
the system {(8), (s')} of algebraic equations. An application of the principle of maximum
will give the estimation of error. The system {(8), (S')} is solved by the iteration process(11), the convergence is established and the convergence rate determined.

max I I?{z) ~Jj(z) 1<y^—max |//(г) —lj (z)\.
z, j 1 4 Z, j

JШ + 1 jTTI-f i yy
2ц,

" 4рж.ЦГД‘,+Ц,С‘= 2M№,«/:*,. »4T/»o4fm./+ hi-nк=l
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