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Ильмар АРРО

АЛГОРИТМЫ СОКРАЩЕННОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ

ДИСКРЕТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

(Представил Х. Абен)

| 1. Введение , '

В данной статье излагается единая теория алгоритмов сокращен-
ного вычисления дискретного преобразования Фурье (ДПФ) в базисе

тригонометрических функций, пригодных при расчетах преобразования
произвольной размерности Э и периодов М==2”л, где л — любое целое

положительное число, и дающих результат после выполнения наимень-

шего общего количества арифметических операций по сравнению со

всеми известными вычислительными схемами.

2. Алгоритм приведения многомерного ДПФ произвольной
размерности к нечетным трансформантным преобразованиям

ДПФ массива данных размерностью D, o6bemom NP, N=27 с точ-

ностью до нормировочного множителя определяется выражением

—

— N—l N-X(Ki, K2, -.., Kp) —Ellvl———lo'2l2=o g 21„=10 iy ..
i

XW&K„+I2K„+---—IDK„, (1)

rae Wy=exp (—2ay—l/N).
Эффективные алгоритмы для вычисления сумм вида (1) получа-

ются при приведении многомерного преобразования к расчету одно-

мерных спектров по неперекрывающимся индексам. Наиболее извест-
ными методами приведения являются полиномиальные преобразования
['] и разложение тензора на компоненты [?. 3].

Поскольку тензорное представление многомерного спектра 6e3 oco-

бого труда может быть распространено на произвольную размерность
D, то, воспользовавшись этим, представим формулу (1) в следующем
виде:..

X(Ki, Ko, ..., Kp) =384 Z(Ky, Ko, ..., Ko; EYWE, — (2)

где - Z(Ky, K,
...,

Kp; E)=ZVVK,EY([" Г,
...,

Гр), (3)

VvK,E ={(11, 12, ‘5

ey ID); 11=0, (N— l) Vi, Z?zlli[(i———'E(mOdN)).
Множества И,к,к однозначно определяют компоненты 7(К,, К,,...

‚..

,
Ко; Е) тензора О-1 ранга, на котором вычисляется спектр Х(К,

K0,...
,
Kp).

Представление взаимооднозначно H характеризуется следующим
свойством. Для произвольного целого Н справедливо равенство

X(HK, HK
...,

НКо) = УМа (К, Ky, ..., Ko; EYWHE, (4)

- AK;=HK; (mod N) Vi.
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Следовательно, путем фиксирования {К,, К,
...

, Кр} по соответ-

ствующим_ компонентам Ttensopa Z(K,, K,,
...,

Kp;0),
..., Z(K,,

K,
..., Ko; N—l) MOXHO вычислить сразу спектр на множестве точек

{НК,, НК,, ...

, НКь}. Полное спектральное перекрытие ‚обеспечива-
ется выбором исходных значений {К,, К,

...

, Kp) при построении
Z(KI,Kz,... ,KD;E). :

Наименьшее число выполняемых арифметических операций для

реализации алгоритма (2) получается, когда любая точка спектра
X(K,,K, ..., Kp) вычисляется лишь один раз. Это условие выполня-

ется, если исходные значения {К,, К,
...

, Kp) выбираются из множе-

ства

{l, Ка ..., Kp; Ko, ...,Ко==o, (М— ))U

U {2KI, RКо; К, ==(, (N/2—- 1), K3,..., KDZO, (N—— 1)} U...

void) {2B
..., 2Kp-1, 1: Ki,

-..,
Kp4=o, (М/2— 1)} (5)

в случае хотя бы одного нечетного адреса. Когда же К;\У четные, то

следует уменьшить период преобразования (2) в два раза путем сум-
мирования, а далее выполнять выбор исходных {К,, К,,

...

,
Kp) m

принципу (5).
Таким образом, вместо полного преобразования no формуле (1)

вычисления сводятся к преобразованиям типа

X((2H+l), 2H+I)K,, ..., (2H+l)Kp)=
: — SIN—I . (2H+I)EEEZOZ(It K2,---,KD, E)XWN , (6)

т. е к нечетным трансформантным преобразованиям [4756].
На основе [*-36] составлена таблица, в которой указано требуемое

для реализации алгоритма количество арифметических операций при
М== 1024; входной массив — вещественный. О

; 3. Алгоритм расширения периода ДПФ

При использовании спецпроцессоров ДПФ нередко требуется вы-

полнение преобразований для периодов, неукладывающихся в спецпро-

цессор. Покажем, что существенного сокращения времени обработки
можно добиться и в таком случае, особенно, когда спецпроцессор,
кроме ДПФ и ОДПФ может выполнить векторные' операции комплекс-

ного умножения, суммирования и вычитания вещественных чисел. Под-
вергаем анализу лишь двукратное расширение периода, так как на

базе этого можно выполнить расширение 2 в степени произвольное по-

ложительное число раз. . . ;
Итак, требуется вычислить

1,
л > s

4

—
—1 jXC(K)= 2N Y(/) cos(—N—lK), (7)

| N-A п (-/ 8Х5(К)= 2PN 1Y(I) sin v
K). (8)

На базе М — точечного преобразования.

Число сложений I Число умножений = l Tun Mpeoõpa3oBaHHA

5 881 1793 Cunycnoe np., D=1

5901 1793 Косинусное np., D=1

12804 =/ 3 586 ДПФ, D=1
23 942 492 4019 544 ДПФ, D=2

32 677 631 988 4 218 271 456 ДПФ, р=3
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Представим ХС(К) и Х5 (К) в следующем виде:

| ХС (К) = ХС° (К)--соs (-;-;—K) XC (K) —sin(%K)Xva (К), — (9)

K=o, N;

л* л

XS(K)=XS% (K)+sin (—N—K XCt_ (K)+cos (-W-K)xs; (К), — (10)

K=l, (N—l),

где XC (К) = 2Y-Y(21) cos(-gNJI—IK),
| XSO, (K)=_3N-IY(2]) sin _(%“-и‹ )

хС! N-1Y (2/ ik\
(K) =332Y (21+1) cos

(1K),

| K=ÕT N/2, npuuem M3
a

| XCW (N — K) =XCY (K), bke Mt

XB% (N—K) =—XSB% (K)

Теперь можно выписать конкретные соотношения для расчета
спектра во всех подинтервалах. |

л . [A
XC(K) =X.CON (K)-+cos (W-K)Xij (K) — sin (W—K) XSt (K), (11)

XC(N —K)=XC% (K) —cos (—Nn—K) XC (K)+sin (—;—/K)XSjV (K),

(12)

XS (K) = XS° (I<)+sin('ll<)xcl (I<)+cos(—“—l<)xst (K) (13)
N N N N N >

XS(N — K)=—XS% (K)+sin (——Z—K) ХС\, (K)+cos (—%K) Х5 (К)‚(и)
K=o,N72. _

Ecrecrsenno, XS%!(0) =XSB%!(N/2)=o. ; .
Итак, Ha спецпроцессоре вычисления выполняются в следующей

последовательности. |
1. По Y(27) определяются ХС° (К), Хsso, (К). ;

2. 110 Y(2/+1) onpeaensrorca XC (К), Хs' (К).
3. Выполняется операция умножения XCW (XK), XSL (K) Ha no-

ворачивающие коэффициенты, т. е. вычисляются |

A(K)=cos(7v’f-I<)xcgv (K) —зіп(—;—!‹) XSt (K),

B(K):sin-('lK)xo (K) + cos(lK) XSt (K) s
N . N N N

'

:
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4. Опредеёляется спёктр по подинтервалам ;

— XC(K)=XCO (K)+A4(K),

XC-(N—K)Ä=XC°N (K)— A(K),
> XS(K) =XS% (K)+B(K),

XS(N—K) ==— Хs° (К) -В(К).

- Ha Bcex sranax K=o, N/2.
Далее, на основе формул(11)— (14) определяем процедуру обрат-

ного ДПФ в случае периода, расширенного в два раза.
Из (11) и (12) определяем 2XC (К) == ХС(К)--ХС (М — К), а из

(13) и (14) — 2XSB9 (К)=ХS(К) — Х5(М—К) уК.

‚ Выполняя по XC (К), ХС%,(К) обратное ДПФ на спецпроцес-
соре, получаем У(2/).

Находим следующие разности

; B(K)=XC(K)—XC(N—K)=

=2cos (K ) XCt, (K)— 25 (k) xst, (k=

v N
— 2sin

—) x (K)
и суммы |

а(К) = Х5(К)--Х5(М— К)=
‚ /[ л ] л=2Sm(—N—K)XC‘N (K)+2cos(|—N—K>XC§V (K)VK.

Умножением 6(К), а(К) на поворачивающие коэффициенты, на-

XOAHM

` [ л
)

л2х С, (К) =8(K) cos(-K ) +-аК) от (k),
92XSt (K)=—s(K) sin ('.—“—K) +a(K) cos( ік) |N N N

Выполняя no XCW (K) u Х$ (К) еще раз обратное ДПФ с перио-
дом №, получаем оставшуюся‹часть исходного массива, т. .e У(21--1).

Приведенные здесь формулы расширения периода ДПФ в 2 раза
могут быть заложены в основу для расширения периода в 48 и т. д.
раз.

| 4. Заключение

Рассмотренные алгоритмы позволяют наилучшим образом адапти-

роваться с особенностями исходного массива данных: четная, нечетная

последовательность; один или множество вещественных векторов, од-

номерный или многомерный массив. Все преобразования могут быть
выполнены замещением памяти, факторизованы и реализованы аппа-

ратно.
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Ilmar ARRO

DISKREETSE FOURIER’ TEISENDUSE LUHENDATUD ALGORITM

On vaadeldud diskreetse Fourier’ teisenduse algoritme, mis tagavad tulemuse koige
viiksema tehete:iildarvu puhul. Seejuures teisenduse maot voib olla suvaline, periood aga

peab olema vordne kahe naturaalse astmega.
>

'blSama.s on toodud ka algoritm teisenduse perioodi laiendamiseks vektorprotsessori
abil.

Ilmar ARRO

ALGORITHMS OF SHORT DISCRETE FOURIER TRANSFORM

The algorithms of short discrete Fourier transform which give results with a

minimum total amount of arithmetical operations are considered. The dimension of the

transform is arbitrary, but the period would be a natural power of two.

d Atr)le;lgorit-hm for expanding the transform period using a vector processor. is

escribed. .
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