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Геннадий ВАЙНИККО

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОДНОЙ ВНУТРЕННЕЙ—
ВНЕШНЕЙ ЗАДАЧИ И ИХ ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ

1. Введение: внутренняя—внешняя задача

Пусть С<®К — открытое ограниченное множество, п2>2, а и [ —

заданные ограниченные непрерывные комплекснозначные функции на

С (пишем,а, [ЕВС(С)). Ставится следующая задача: найти функцию
¢ & C*(R™) N W22 (R") такую, что .

Ag(x)=a(x)p(x)+f(x), хЕС, (1)

Ap(x) =O, х Е К"\С, (2)

npuueM Aad n>=3

Ф(х) —0 при — |х|— 00, (3)

а для n=2

|Ф(х)| ограничена при |х|->со. (3’)

Здесь использованы стандартные обозначения: ( — замыкание G,
С!(К") — пространство непрерывно дифференцируемых на К (ком-
плекснозначных) функций, WX (R”) — пространство функций на

К®, имеющих обобщенные производные до второго порядка, которые

квадратично суммируемы на любом шаре — В(o,г) = {х ©Е К®: |х| <</},
г>>o. Вместо * (КР) в постановке задачи с равным успехом можно

было бы применять ®® (К"), I<<р<со. — Заметим также, что условие

ф©=С!(К") включает в себя стандартные условия о равенстве односто-

ронних пределов ф на дС и равенстве односторонних предёлов нормаль-
ной производной от ф на дС, если граница дС гладкая.

В данной статье даются интегральные формулировки задач {(1),
(2), (3)} и {(1), (2), (3’)} и предлагается некоторый простой метод

кубатурных формул для решения получаемых интегральных уравнений
со слабо особым ядром, сходящийся в случае достаточно гладких

функций а и Ё с быстротой О(А?|lп й|), где й — шаг дискретизации.
При построении кубатурной формулы мы следим за регулярным рас-
положением узлов в С, так чтобы для решения системы уравнений
получаемого метода можно было привлекать быстрое преобразование
Фурье. Для решения системы с числом О(А-") неизвестных понадо-

бится О (А-" |lп А|) арифметических действий.
Задача {(1), (2), (3’)} представляет определенный интерес в тео-

рии электромагнитных полей. В [!'] на основе уравнений Максвелла
к этой задаче сведен расчет магнитного поля в КЗ и переменного тока

в системе параллельных оси хз бесконечно длинных проводников с по-

перечными сечениями Gy, ..., Gy (G=G, ... G,cR?); npu 3tom

a(x)=a)—ll, а — вещественная постоянная. Задача {(1), (2), (3')} B

таком случае однозначно разрешима (см. раздел 3)/;9‘7 ,
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2. Интегральная формулировка задачи в случае n=>3

Решение задачи (1)—(3) будем разыскивать в виде ньютонова по-

тенциала (см. [?])
I'(n/2)

x)=c х — у|-(?-Эи(у)а, eR", (=——————, 4FR sl [yl xER, ü=-zmngj Ge)

где иеЕВС(С) — подлежащая определению плотность. Условие (3),
очевидно, выполнено. Первые производные от ф можно вычислять диф-
ференцированием под знаком интеграла (результат снова — слабо

сингулярный интеграл), и легко видеть, что феЕ=С!(К"). Далее, хорошо
известно, что в смысле обобщенных функций, а значит, и в .смысле

поточечного равенства .

AU,0, хК"\Ё‚
откуда следует, что ¢ & W22 (R"), a Takxke условие (2). Условие

(1) примет вид интегрального уравнения | -

u(x)=cna(x) [ |x—y|~"Pu(y)dy+i(x), xEG. (5)
. G

Итак, для решения задачи (1)—(3) следует решить интегральное урав-
нение (5) относительно и и затем применить формулу (4). В действи-
тельности, при помощи (4) следует ¢(X) вычислять лишь A

хЕЕК"\С, так как для хе=С из (4) и (5) получаем

¢ (x)=[u(x)—[(x)]/a(x).

Убедимся, что указанным образом исчерпываются все решения за-

дачи (1)—(3). Действительно, пусть —ф © С!(К") N W22 (R") — лю-

бое решение задачи (1)— (3). Обозначим

и (х) —Аф (х) —а(х)ф(х)+-[(х), хЕ б,

P (x) =q>(x)—cng | x—y|~"Pu(y)dy, xR~

Ясно, что u e BC(G), у е С!(К") N W22(К"). Kpome Toro, Ay(x)=
=0 Kak 21a xEG, tak H aa XxERNXNG, 1. е. А)(х)==o почти всюду в

R”. Таким образом, Ау==o в смысле распределений на Ё, а в силу
свойства гипоэллиптичности оператора Лапласа p=C>®(R*) и А(х)—
=0 всюду в К". Далее, }(х)->0 при |х|--оо. Теперь из принципа мак-

симума для гармонических функций следует, что }(х)==o, хе=К", т. е.

ф имеет представление (4) с и(х)—Аф(х), хеЕС, что и требовалось до-

казать. ;
Задача (1)—(3) однозначно разрешима тогда и только тогда, когда

однозначно разрешимо интегральное уравнение (5), т. е. когда соот-

ветствующее однородное интегральное уравнение и==Ти имеет в про-
странстве ВС(С) лишь нулевое решение. Заметим, что оператор
Т° :ВС (С)--ВС (С) вполне непрерывен.

. 3. Интегральная формулировка задачи в случае n=—2

Решение задачи {(1), (2), (3’)} будем разыскивать в виде

Е !eo) =s— [ n |x—ylu(y)dy+b, eR (6)
л

G

где следует определить плотность иеЕВС(С) и постоянную 6. Снова
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фе С!(К?) n Ap(x)=u(x) для x&G, Ap(x)=o 209 х © К\С, вы-
полнено (2), а (1) примет вид _

1
и (х) =—2?а(х) fln |x—y|u(y)dy+ba(x)+f(x), xe=G. (7)

. .

Условие (3’) выполнено тогда и только тогда, когда

J u(x)dx=o, o> (8)
G .

в чем убеждаемся, переписав (6) в виде = | =3 ,
— A

dy+b0()=77] m оа in [ uwdy+

® Заметив, что первый интеграл при |х|->со стремится к нулю, так
как In(|x—y|/|x|)—o paBHOMepHO TO y=G. Tpu stom b=limlx|_mcp(x),
если выполнено (8).

Итак, для решения задачи {(1), (2), (3’)} следует решить задачу{(7), (8)} относительно ши б и затем применить формулу (6); дляxXxEG снова имеем Ф(х)==[и(х)—[(х) ]/а(х), так что формулу (6) в
действительности достаточно применять для xERNG. Нетрудно также
проверить, что указанным образом исчерпываются все решения задачи
{(1), (2), (3)}.

Задача {(1), (2), (3’)} однозначно разрешима тогда и TOJBKO
тогда, когда однозначно разрешима задача {(7), (8)}. Задача {(7),(8)} сохраняет фредгольмовость — для ее однозначной разрешимостинеобходимо и достаточно, чтобы соответствующая однородная задача

u(x)=3ln—a(x)fln |x—y|u(y)dy+ba(x), f u(x)dx=o
G G

имела лишь нулевое решение и==o, s==o. Укажем одно достаточное

1
условие для этого: — @, — © ВС(С), причем мнимая часть Г а(х) в

а

С всюду положительна или всюду отрицательна. Действительно, пусть
иЕЕВС(С), БЕЕС — решение однородной задачи. Тогда

u(x) õ(x) = |eoW =g mlr—ylu@asts, [u@ay=o. —

Помножив обе части первого равенства скалярно на и с учетом второго
равенства, получаем равенство

f |u(x)|?
_

:
————-——la(x)2

a(x)dx=(Au, u),

где число

(Au, u) ———Tln—-ff In |x —y|u(y)a(x)dydx

вещественно в силу симметричности ядра In |x—y|. Поскольку
Птп а(х) 2>o или Ima(x)<<o всюду в С, то такое равенство возможно
лишь при и(х)==o, откуда, в свою очередь, следует Б==o, что и требо-
валось доказать. .

Необходимое и достаточное условие однозначной разрешимости за-

дачи {(7), (8)} можно перефразировать так: (1) однородное интеграль-
ное уравнение
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=2 [nj .и(х)=—2—л— 1п |x —y|u(y)dy
G

имеет лишь нулевое решение; (ii) для решения и„ уравнения

a(x) - |
u(x)=———J In|x—ylu(y)dy+a(x), xEG, (9)

G

имеет место неравенство /иа (х)ах=-0.
G .

При соблю"дении условий (1) и () решение задачи {(7), (8)} да-
ется формулой

b=—J us(x)dx/f üa(x)dx, u(x)=us(x)+bua(x), xEG,
i

где и; — решение уравнения

a(x)| u<x)=——;-„—fln lx—y|u(y)dy+f(x), xeG. (10)
G

Итак, решение задачи {(7), (8)} сводится к решению двух стандарт-
ных интегральных уравнений (9) и (10) с логарифмически-особым
ядром. Однако в численном плане иногда целесообразнее решать за-

дачу {(7), (8)} непосредственно.

4. Метод кубатурных ф'ормул

|. Интегральные уравнения (5) и (9), (10), а также сопряженные
с ними уравнения объединим в уравнение

u(x)=£K(x,y)u(y)dy+f(x), х ЕС, (11)

где

и а, (х) In |x —yla:(y), n=2,
(12)K(xy)= [al(x)lx—yl—m-maz(y), o

По сравнению с разделом 1 усилим теперь условия гладкости на функ-
ции а,, @э[ — будем считать, что они принадлежат весовому классу

С?,®-1(С), который состоит из функций иеЕВС(С)ПС?(С), таких что

д 0>|25 <са-нИпосо), |s|<ealo)
(х Е С, &k, 1=1,...,'n), (13)

rae c==¢, — nocrosHHas, @(x)=min_,. |¥—y| — paccrosHue or x 10

границы дС. Кроме того, предполагается, что @а, 2, feC(G*), rae

С* — пополнение С по «внутренней» метрике ас : для x!, X’ G ux

«внутреннее» расстояние 44 (х!, х?) — это инфимум длин ломаных, сое-

диняющих эти точки и лежащих в С; если х! и х? расположены в раз-

ных компонентах связности множества С, то положим @с (х!,х?)—о.
Условие ие=С(С*) означает, что и непрерывна в С и кусочно-непре-

рывна в С, имея конечные пределы во всех точках дС, но, возможно,

разные по `разным компонентам связности или с разных сторон (внут-
ренней) границы в пределах одной компоненты связности. `

2. Построим некоторую кубатурную формулу с регулярным распо-
пожением узлов в G:

({u(x)dxz_h}’_,'c winu(jh). (14)
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Здесь й7>o — параметр дискретизации, I== (Л,
...

, ]»)Е7 — точка
(мультииндекс) с целочисленными координатами, веса ш;» ==тез С;, —

объемы некоторых открытых множеств (ячеек) С)»©В”, таких что

o…{]o,-„=И при !ЧЬ] : (15)

H cyMMa Gp= UjheGth достаточно хорошо аппроксимирует G:

(Gh\G) U (G\Glr) < {x = R": o(x)< ch?}. (16)

Более точно, если — @l5! {/й, дС} =>2 упй, то`_положим
D

| wjhzhn’ : j

Gin= {x= (jh——;—)h<xk< (jk+—l2—-) й, k=1,..., п} <С. (17)

Если же dist (jh, G) <2ynh, jh.e G, то. строение ячейки С до-
вольно произвольно, требуется лишь, чтобы, кроме (15) и (16), соблю-

дались условия

jhe Gy, diam Gp<ch, de-diam(G»NG)<ch; — (18)
где постоянная с не зависит от Й, а ас-диаметр соответствует-MET-
рике ас. Условия (18), очевидно, выполнены и для ячеек (17). - —

Следует отметить, что существование подобного разбиения С на

ячейки С;»ЭЭ/й при всех h>o, xorss u приближенное (см. (16)), нала-

гает на С определенные ограничения. Достаточно принять условие ко-

нуса [3]. Заметим также, что условие (16) позволяет «спрямлять»
С*-гладкую в пределах ячейки часть границы ОС, используя секущие
или касательные плоскости. Тем самым упрощается вычисление весов

;— Mes Gjh.
3. Основываясь на кубатурной формуле (14), построим метод при-

ближенного решения уравнения (11): !

un= 23 K(ih, jh)w

=
(ih, jh)winupn+f(ih) (ih = G). (19)

Здесь и» — приближенное значение решения и(х) уравнения (11) в

узле iheG. Уравнения (10) выписаны для тех {== (П, ...

‚ п) ©=7", ANA

которых ihcG. Поскольку ядро К(х, у) при х==у обращается в беско-

нечность, выбросим из суммы член с [==!.
Теорема 1. ЛПусть граница дС кусочно гладка, С удовлетворяет

условию конуса, и веса ш;»==теsз С» кубатурной формулы (14) под-
чинены условиям (15)—(18). Пусть ядро К(х, у) имеет вид (12),
a,, ay, feC(G*)NC2»—I(G) и пусть число 1 не является характеристи-
ческим значением уравнения (11). Тогда существует такое Й,„>o, что

при o<<h<<h, cucrema ypaswenuii (19) однозначно разрешима, и

max |un— u(ih) | <ch?(l4-|lnh|), (20)
ihEG

где и — решение уравнения (11), ие=С(С*)ПС®"-1(С).
Доказательство подобной теоремы для более общего класса

уравнений и более общего класса кубатурных формул приводится в

другой работе автора. Наметим здесь лишь схему рассуждений. Введем.
пространство Ё, определенных на сетке {/й: /йеЕС} сеточных. функций
с нормой . _

lunll=lllurlle,= max |un(jh)|, un < En.
jhEG
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Линейные операторы в Ё, определены матрицами Ap = (@ijn) RS
норма в В, индуцирует норму

lAal= Aa .(5, 4, = max X |ain]. ä

ihEG jheG

Систему линейных алгебраических уравнений (19) трактуем как ли-

нейное уравнение üh=Thüh+prf в пространстве Ep, rae Т,==
=(іідь)і„‚].‚‚ёа — матрица с элементами .

ih.ih)w;:.
j+i

t,-,-;.———{lg(lh” )wib jžž (ih, jh = G),

а р,}е=Ё, — сужение функции [ Ha cerky {jh: [йе=С}. Доказывается
свойством устойчивости : .

I (In —Th)t<c=const (o<<h<<h.)

и аппроксимационное CBOHMCTBO

IThpru —prTull <c’h2(l4-|ln k),
где / — единичный оператор в Ё,, и — решение уравнения (11), при-
чем в силу результатов [*] ueC(G*)NC2"'(G). U3 этих неравенств
следует, что

lun — prull <c”h2(14 |ln h|),

т. е. справедлива оценка (20).
В условиях теоремы 1 свойство устойчивости допускает следующее

уточнение: -
I (In — Tr) "<l (I —T) e,cooytch (14| In k).

Если ay,a;=BC(G) u a, ynosaerßopsier ycaoßuio [enpaepa ¢ mokasa-

телем де=(0, 1] (см. (22) ниже), то

I— Tr) </— T)—i"L(C(G*),C(G*))"l'chqÄ (o<<h<h,),

причем величина /,. определяется неравенством вида сй9|| (I—Т)-!|<l.
При этом_дифференцируемость функций а, и аз несущественна (условие
а, аэ, [Е=С®"—!l(С) используется лишь при установлении аппроксимаци-
онного свойства). .

5. Решение системы линейных алгебраических уравнений
A

Трудности решения системы уравнений (19) вызваны ее большой

размерностью М=</-". Методом Гаусса или другими прямыми мето-

дами подобную систему можно решить лишь при грубых дискретиза-
циях (h=ho). KomOuHHpys итерационные методы [°], можно си-

стему (19) решить и при А « Ло. Конкретизируем один подобный метод.

1. Будем считать, что Йй,/й — целое число. Исходя из (приближен-
ного) разбиения С на ячейки С,(/йеЕС), описанного в разделе 4, по-

строим (тоже приближенное) разбиение Сна ячейки С (jho=G).
Объединим в С, ячейки Gjr, расположенные вблизи точки jhy. Пред-
полагается, что каждая ячейка Gy, (j’he(G) входит в состав какого-

-10 «блока» С, и что для разбиения {Gjh }jh ec
BBIMOJHAIOTCS YCJIO-

-0 о—-

вия раздела 4 (условия (15), (17) и (18) с заменой Й на Й,). Введем
в рассмотрение «оператор сужения» — Р S L(En, Ен,) и «оператор

кусочно постоянного восполнения» Phh, S L(En, En): |

(Prowtin) (jho) =un(j’h) с j'=(ho/h)j (un& En).

(Prhotn,) (]’h) =un,(jho) 2nA ]’h &= Gjho (Uho_E Eh,).
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Построим итерационную схему (ср. [s])
k+l —

—uh+l—Th,h„už:+fh,h„ (k—O, l, - .), | (21)

где

Thne=[ln — Prhy(ln,— Th,) Paa n — Tr) ]Th & L (Exn, En), |
Fnhe=pnl+Pnne (Ine— Th,) ""PraTnpif € En.

Teopema 2. ГПусть G удовлетворяет условию конуса, ядро
К(х, у) имеет вид (12), причем функции а, а,ЕЕВС(С) удовлетворяют
условию Гельдера

| а1 (х!) — а (х?) | <<с[ас (#, х?)]9,
. el (o<g<l). 22

|2 (x 1 —@() | <clda (1, 22) ],
e @)

Число 1 пусть не является характеристическим для уравнения (11).
Пусть разбиения {Сук: йЕ С} и {С: о© G} - подчинены указан-
ным выше условиям. Тогда °

`
g .ITaad

po DN (23)

и, следовательно, итерации (21) npu chy9<<l cxodarcs; npedesom npu-
baudcenuil uyk при Вв—-со является решение и, системы уравнений (19).

Мы отложим доказательство теоремы 2 до следующего раздела и

проведем сейчас обсуждение. |
2. Систему (19) естественно решить с точностью h%. B силу (23)

число &, необходимых для этого итераций (21) связано с Й и Й, СООТ-

HomieHHeM hy?**=<Xh? 1. e. k. <|lnh|/|lnhy| (cuuraem, uto hy<<l). Ha

каждом итерационном шаге нужно дважды применять матрицу Т, к

вектору размерности М/® (для этого понадобится 2N2<Xh—2n умно-
жений и сложений) H OAHH pa 3 matpuuy (/n,—7Th,)~! к вектору размер-

-1
.

ности Мо=й,-"* (понадобится ЁМЁХНЁМ арифметических операций);

остальные действия осуществляются за О(М) арифметических опера-
ций. Если положить Й92=й?/%, то число итераций k., будет равномерно
NO й ограниченным и всего для решения системы (19) ¢ TouHOCTBIO A2
потребуется О(1-?") арифметических операций (вместо О(Л-3?) ариф-
метических операций при прямом решении системы (19)). Может, од-

нако, случится, что и Мо=№*% слишком велико для практических Bbl-

числений из-за трудностей применёния матрицы (/к—-Ть)”!. В этом

случае еледует либо увеличить Ло, расплатившись за это увеличением
числа итераций до &,>=|lп А|/|Пп /o|, либо организовать при Йй23
еще один или несколько внутренних циклов итераций вполне анало-

гично тому, как мы применение (/,—Г,)-! к р заменили итерациями
(21). |

3. Элементы матрицы Т, имеют вид

ay(ih)yx(|i—j|lh)az(jh)wjn, iF], s MS

tijh={ () (l ll ) (] ) 2 : ]. (lh,]hEG), »

0, i==j\

где x(r)=lnr npu л==2 и х(г) =г -Э при п2=3. Умножение вектора
(сеточной функции) на сеточные функцииа, (/й) иа»(/й) Ф;» занимает

2N=h-" — умножений. — Применение КОНВОоЛЮЦИОННОйЙ матрицы
х (|7—-])й|) (ih, jh&G) к вектору можно осуществить при помощи

многомерного быстрого преобразования Фурье (см. [s]), для этого

norpebyercs 2"~ 'nN logy N<h—"|lnh| apudmernueckux действий. Поло-
XHB ho=h'?3 (unn h<<hy<<h'3, ecinm ho=<h!/3 CAMIIKOM BeJHKO), YHCJO

итераций &, снова будет ограниченным, и система (19) решается с
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TOUHOCTbIO h? 3a O(h"|lnh|) арифметических действий. Таким обра-
зом, на вычисление одной компоненты решения и, понадобится в сред-
нем лишь О (|п й |'*) арифметических действий.

6. Доказательство теоремы 2

Лемма 1. Пусть выполнены условия теоремы 9. Тогда для

up € En, о, ==Гъи,© Е, справедливо неравенство

|о» (ih) —vn (i’h) | <cllunll[de (ih, п) ]ч (ih, i'h e G), (24)

20e nocTOAHHAA € He 3aßucur ot h u up.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда ih u

ГА (i=i’) принадлежат одной компоненте связности множества С.
Обозначим 6=2dg (ih, й) и построим ломаную [2!, 22,

..., 2P]cG ¢

вершинами в точках — й=2!, 2?,
... , гР==ЙЙй, — такую — что

Z'š):li Izk+i — zhl šõ.

Hmeem j

| |v„(th) — Uh(i,h) I < ||и;.|| {lK(lh, t,h) | w,-'h—i— IK(l,h, lh) |wih+

+. — [lK(ih j) |+]K(Üh, jh) | ] орн
jheG, jti, jAi

|i—ilh<2b

+ 2 |K(ih, jh) —K| (h, jh) |w,-,.}.
|j—llh|f;26 |

[Mockoabky win<<chm (ihe G), a |K(ih,i’h)|<<c(l+|lnh|) npu n=2 u

| K (ih, i’h) | <ch— 2 npu n=3, 10 |K(ih, i'h)|win=o(h)=o(B). Danee,

2 LlK(ih, jh) |4|K ('R, [А) |] о =
jhea, j+i, jF+=i’

|i—ilh <26 : ,

< [ [lK(ih y)|+|K(i'h,y)| 1dy=0(8?).
ly—ih| <2B .

С’учетом (12) и (22)

| K(ih, jh) — K(i'h, jh) | <lB7 |=(|ih —jh]) [+

+cz2|x(|ih—jh|) —=(|i’h —jh])|.

При |j—ilh>2B, te[o,l]] wumeem |jh— (24 (1— #)2*+!) |
Г,.

,

>—ž- |jh — ih| =6, поэтому

- . 0‘
*

p—i +
I%(llh'—lhl)—K(llh—lhl)|škZlX(lZh—lhl)—%(lzh“—ih)|)|<

— p-i
<Yn 3 |2k — 2:4| тах ж(|(2®-- (1 —#) 2*+l — jh | ) <cõöl ja — ih| —,

=1 o<t<t

3 |K(ih, jh) — K(l'h, jh) |wpn«
jhEG

|i—ilh>2B ok

šciõqcf |%(|ih—y|)dy+c26 [ |ih — y| -Vdy<<cd.
G

Этим (24) установлено.
Лемма 2. В условиях теоремы 2

IZ— PaaPnan) Trll < cha, I (PrhTh— Thopon) Thll < chd. (25)
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Доказательство. Обозначим vp=Thu,. Сеточная функция
PhhPhhVh принимает в узлах iheG;, sHaueHHe + vx(jho), поэтому с

учетом (24) ` П

| vn (ih) — (PrnPravn) (ih) | = | vn (ih) — vn (jho) <

<cllunll[de(ih, jho) J9<<c llunllhg,
откуда следует первое из неравенств (25). Для получения второго не-

равенства (25) учтем, что wiho:-zj'hea„,owi'h; с учетом (22), (24)

и рассуждений при доказательстве предыдущей леммы находим

l (PaarTh—TaPra) Trunl|= В
— Шах l 2; Kliho,j"h)w;nron(j'h) — X Kliho, jho) Öin,n (jho) l —

: theeG = j'heG
В

jheeG
°

- ПОМЕ
НН

Žhztiho e ы B )

=max| ž 2> [Kliho jh)ur(jh)—К (iho, jho) v (jhoyJwintX
iho&G jhosG jheG,),

j

j#i ° . ` .
2

-

+ > Kliho jh)wmu(h) | <
JhEG;» ` :
i'hiho ; _

<с’тах № 3 [|on(j'h)—vn(jho)|+
ithoeG jhoeG j’heGJ-h

jgi °

+]|az(j'h)— a(jho) |luall] |x(]iho—Fh])]wiar+
000

+c'max ) 2) |x(|iho—jh|)—x(|iho— jho|)|winllunll4= :
ihoeG jh.oeG j’heGjh

jfti ° ` .

Е +c'max [ |x(|iho—y|) |dyllunll <chillupll, —ч. и тд. —
ithoeG Giho

Лемма 3. Определенный в (21) оператор Тим‚ представим 8

виде х

Tnne= (In— PhhPhoa) Tn~4Pung (Iny — Thy)" (Prh Th — ThoPhon) Tn. (26)

Доказательство. Исходя из равенства

- PhhoPhoh = Phho Üh, — Thy)" (Ihy — Thy) Phoh,

формула (26) после элементарных преобразований примет BHA, yKa-
занный в(21).

Теперь из (26), (25) и устойчивости метода (см. раздел 4). немед-
ленно получаем неравенство (23). При llTh,holl<chg<l уравнение
un="Thntn+[nn, имеет единственное решение и„е= Е,. Очевидно, этому
уравнению удовлетворяет решение W, уравнения up=Tnpup+ppf (T. e.

решение системы уравнений (19)). Таким образом, итерационные при-
ближения и,* стремятся при Ё->оо к решению и, системы (19). Дока-
зательство теоремы 2 завершено.

7. Дискретизация задачи {(7), (8)}

Как уже отмечалось, решение внутренней-внешней задачи {(1),
(2), (3’)} сводится к решению двух интегральных уравнений (9) и

(10) с логарифмическим ядром, и к ним применимы результаты раз-
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делов 4—5. По объему вычислений можно, однако, предпочитать не-

посредственное решение задачи {(7), (8)}. Приведем соответствующие
формулировки; доказательства аналогичны случаю интегрального урав-
нения без дополнительного условия.

На основе кубатурной формулы (14) построим дискретизацию за-

дачи {(7), (8)}:

]
Uin=-———31a(ih) In (|i — j|h)w»nuin+bralih)+f(ih) (ih = С),

2n;jheG (27)
jFi

2 Ujpwin=o.
ЕС

Из этой системы уравнений следует определить и„=(и„‚)теа H CKa-

ляр bp. :рТеорема 3. Пусть граница дС кусочно гладка, С удовлетворяет
условию конуса, seca win=mes Gin кубатурной формулы подчинены

условиям (15)—(18). Пусть а, {е=С (С*)ПС?1!(С), и пусть однородная
задача, соответствующая задаче {(7), (8)}, имеет только нулевое ре-

шение. Тогда существует такое й,`>o, что при o<<h<<h, cucrema ypas-
нений (27) имеет единственное решение и„е=Е,, Б„е=С, и

тах |и»— u(ih) | <ch2(l4|lnk|), |bn—ob|<<ch?(l+]|lnh]),
ihEG

ede {u, b} — pewenue 3adauu {(7), (8)}, us C(G*) NC>I(G), b =C.
Запишем систему уравнений (27) в виде уравнения

ür = Trür+fn
-

Ь пространстве Е,== В,хС, где

A LN N e
Т, © [(Е,, Е,) — матрица с элементами

1| —a(ih)n (li—j|h)w», iitijh={2n ()I G Я) @у #, (ih, jh =G),
0’ i:i

ane L(C,Ex) — оператор умножения на сеточную (YHKUHIO Phna,
Л» © [(Е,, С) — оператор, определенный равенством

Jnun= 3 un(jh)wjn, un e В.
ЕС

Итерационный метод определим аналогично (21):

Bt=Thn%+Frn — (#==o, 1,...), (28)

TAE

Tnho=Th— Pnr,(Tng— Tho) ~Pnon (In — Tw) Tr & L(Ex, En),

Frne=Fn+pnn, (In,— Th,) “priThfn € En,
T

(Y () (^' phho
0 l

, phoh_
0 l

, h
0 l

.

Теорема 4. Пусть ( удовлетворяет условию конуса, функция
аеЕВС(С) удовлетворяет условию Гельдера (ср. (22)) с показателем

g (o<9<=l!) относительно метрики ас. Однородная задача, соответст-

вующая задаче {(7), (8)}, пусть имеет лишь нулевое рещение. Пусть
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разбиения {Gyn:j’he G} u {Gj,:jhoes G} подчинены условиям раз-
deaa 5. Toeda

— — 97,1, I
„Е ) <ch?

и, следовательно, итерационный метод (28) при chg <1 сходится; npe-

делом является решение и» системы (27). .
Ha итерационный метод (28) дословно переносится анализ числа

арифметических действий, проведенный в разделе 5. '
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Gennadi VAINIKKO
В

ОНЕ SISE-VALISULESANDE INTEGRAALVORRANDID JA NENDE

LIGIKAUDNE LAHENDAMINE

On antud sise-vilisiilesannete (1)—(3) ja {(1), (2), (3")} formuleeringud integraal-
vorrandite kujul. Niiteks n=2 korral avaldub ¢ kujul (6), kusjuures funktsioon « ja
konstant b tuleb mairata iilesande {(7), (8)} lahendina. On konstrueeritud O(h?*|lnh|)-
tipsusega kvadratuurvalemite meetod tekkivate norgalt singulaarsete integraalvorran-
dite (11) lahendamiseks, samuti interatsioonimeetod, mis voimaldab O(h-") tundmatuga
sitsteemi lahendada h2-tipsusega O(h—"|lnh|) aritmeetilise tehte abil. !

Gennadi VAINIKKO

INTEGRAL EOUATIONS OF AN INTERIOR-EXTERIOR PROBLEM `
AND THEIR APPROXIMATE SOLUTION

Let G = R™ be an open bounded set, a and f given functions on G. Consider the

problem: find ¢ < C'(R") nW/fšc(R") so that '

A(p(X) =a(x)(p(x) +f(x)v хЕ С,

Аф(х) =O, х Е К"\С,

whereby @(x) is Боипйей (п==2) ог ф(х) —0 (п2=3) аз |х| — со. The integral equation
reformulations of the problem are given. For example, in case n=2 we have p(x)=
=(2n)—lcfln|x—y|u(y)dy+b, х& R?, where function u and constant b must be

determined а5 the solution Ю the problem

1 .

u(x)=;;a(x) [ln |x —ylu(y)dy+ba(x)+f(x), x&G, [u(x)dx=o.
G G

A cubature formula method of accuracy O(h?|lnh|) аз well as an iteration method to

solve the corresponding linear algebraic systems of equations are constructed. To deter-
mine O(h—") unknowns of the system with accuracy A? only O(h-"|Inh|) arithmetical

operations are needed.


	b10720984-1990-3 no. 3 01.08.1990
	Chapter
	ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОДНОЙ ВНУТРЕННЕЙ — ВНЕШНЕЙ ЗАДАЧИ И ИХ ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ
	ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЯДРОМ
	Puc. 1. V
	Puc. 2.

	THEORY OF MULTIDECISIONS
	MULTIOTSUSTUSTE TEOORIA
	ТЕОРИЯ МУЛЬТИРЕШЕНИЙ

	ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА
	MITTELINEAARSE HAMILTONI SÜSTEEMI LIIKUMISE ASUMPTOOTILINE JA EKSPONENTSIAALNE STABILISEERIMINE
	ASYMPTOTICALLY AND EXPONENTIALLY STABILIZING FEEDBACK CONTROL FOR NONLINEAR HAMILTON SYSTEMS

	DISCRETE APPROXIMATION OF INTEGRAL EQUATIONS IN THE SPACE OF ESSENTIALLY BOUNDED FUNCTIONS
	INTEGRAALVORRANDITE DISKREETNE APROKSIMATSIOON OLULISELT TÕKESTATUD FUNKTSIOONIDE RUUMIS
	ДИСКРЕТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ СУЩЕСТВЕННО ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ

	АЛГОРИТМЫ СОКРАЩЕННОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ДИСКРЕТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ
	Untitled
	DISKREETSE FOURIER’ TEISENDUSE LUHENDATUD ALGORITM
	ALGORITHMS OF SHORT DISCRETE FOURIER TRANSFORM

	MODEL MATCHING OF LINEAR-ANALYTIC DISCRETETIME SYSTEMS VIA DYNAMIC STATE FEEDBACK
	DISKREETSETE LINEAAR-ANALÜÜTILISTE SÜSTEEMIDE SOBITAMINE DÜNAAMILISE TAGASISIDEGA OLEKU JÄRGI
	СОГЛАСОВАНИЕ ЛИНЕЙНО-АНАЛИТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДИСКРЕТНОГО ВРЕМЕНИ С ПОМОЩЬЮ ДИНАМИЧЕСКОЙ ПО СОСТОЯНИЮ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

	СТРУКТУРНАЯ СЛОЖНОСТЬ ИЕРАРХИЧЕСКИХ СИСТЕМ
	Puc. 2. Многослойная система. Рис. 1. Однослойная система.
	Untitled
	Puc. 3. Вертикальная декомпозиция с максимальным количеством контуров.
	Рис. 4. Учет обратных связей при вертикальной декомпозиции.
	Untitled
	HIERARHILISTE SÜSTEEMIDE KEERUKUS
	COMPLEXITY OF HIERARCHICAL SYSTEMS

	ORDERED DEFINITIONS IN THE THEORY OF NONLINEAR WAVES
	Fig. 1. Progressive steady waves: a — periodic; b — aperiodic.
	Fig. 2. Solitary waves with various equilibrium states. `
	JÄRJESTATUD DEFINITSIOONID MITTELINEAARSES LAINELEVI TEOORIAS
	УПОРЯДОЧЕННЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ В ТЕОРИИ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН

	РАССЕЯНИЕ АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ УПРУГОЙ СФЕРОЙ
	Untitled
	Untitled
	Рис. 1. Функция формы акустического давления, рассеянного полой пустой алюми ниевой сферой в воду.
	Рис. 2. Дисперсионные кривые фазовых скоростей периферических волн, возбужденных – ° B упругой сфере.
	Untitled
	Рис. 3. Модальные резонансы волн Лэмба в диапазоне 150 <х << 200: а — волны S, 6 — волны 4, в — волны $,, г — волны А,, д — волны $».
	Рис. 4. Вклад суперпозиции резонансных компонентов парциальных мод в функцию формы: а — волны Sy, 6 — волны Ay, 8 — волны Аl, г — волны $.
	Рис. 5. Резонансная кривая волн Ао и $; при л==Bs
	AKUSTILISE LAINE HAJUMINE ELASTSELT SFÄÄRILT
	SCATTERING OF ACOUSTIC WAVE BY ELASTIC SPHERE

	INTEGRATED PHOTOELASTICITY IN CASE OF WEAK BIREFRINGENCE
	Fig. 1. Experimental set-up in integrated photoelasticity
	Fig. 2. Investigation of an axisymmetric state of stress
	Fig. 3. Stress distribution in a grooved cylindrical rod: unbroken line — Neuber’s theoretical solution [B], broken line — integrated photoelasticity (with 6 terms in the polynomials (3) to (6)).
	Fig. 4. Explanation of the equilibrium condition of a three-dimensional segment
	Fig. 5. Distribution of axial stress o, in a Soviet champagne bottle before (unbroken line) and after (broken line) opening.
	Fig. 6. Investigation of a cross-section of an arbitrary three-dimensional body.
	Fig. 7. Cross-section of a fibre preform and axial stress distribution along axes x and y
	INTEGRAALNE FOTOELASTSUS NÕRGA KAKSIKMURDVUSE KORRAL
	ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОТОУПРУГОСТЬ В СЛУЧАЕ СЛАБОГО ДВУПРЕЛОМЛЕНИЯ

	STATICAL BEHAVIOUR OF STRAIGHT CABLES UNDER PRIMARY AND SECONDARY CROSS LOADING
	Fig. 1.
	Fig. 2.
	Fig. 3.
	Fig. 4.
	Fig. 5.
	Fig. 6.
	SIRGETE TROSSIDE KÄITUMINE ESMA- JA TEISTKORDSE STAATILISE POIKKOORMUSE MÕJUL
	ПОВЕДЕНИЕ ПРЯМЫХ КАНАТОВ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРВИЧНОЙ И ВТОРИЧНОЙ ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗОК

	MATHEMATICAL MODELLING OF UNSTEADY FLOW IN LONG PIPES
	MITTESTATSIONAARSE VOOLAMISE MATEMAATILINE MODELLEERIMINE PIKKADES TORUDES
	МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ТЕЧЕНИЙ В ДЛИННЫХ ТРУБАХ

	INVESTIGATION OF THE VELOCITY DISTRIBUTION AND SHEAR STRESSES IN DECELERATED PIPE FLOW
	Fig. 1. Instantaneous axial velocity distributions at different time moments, mean velo; cities and wall shear stresses realizations of the decelerated flow. Pipe diameter 60 mm
	Fig. 2. Instantaneous axial velocity distributions at different time moments, mean velocities and wall shear stresses realizations of the decelerated flow. Pipe diameter 34 mm.
	Untitled
	Fig. 3. Axial velocity distributions during the final stage of deceleration. Pipe diameter 34 mm. Fig. 4. Axial velocity distributions during the final stage of deceleration. Pipe diameter 60 mm,
	Fig. 5.. Time dependence of measured terms in the momentum equation. Deceleration period 5 sec, pipe diameter 60 mm.
	Fig. 6. Time dependence of the measured terms in the momentum equation. Deceleration period 8 sec, pipe diameter 60 mm.
	53 lgße Fig. 7. Skin friction coefficient ¢;y depending on the instantaneous Reynolds number ‚ . Ве and dimensionless time /+ for decelerated flows.
	KIIRUSEJAOTUSE JA NIHKEPINGE UURIMINE VEDELIKU AEGLUSTUVAL VOOLAMISEL SURVETORUDES
	ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СКОРОСТЕЙ И КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ПРИ ЗАМЕДЛЕННОМ ТЕЧЕНИИ ЖИДКОСТИ В НАПОРНЫХ ТРУБОПРОВОДАХ

	LÜHITEATEID
	КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

	SHORT COMMUNICATIONS
	ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН В НЕЛИНЕЙНЫХ НАСЛЕДСТВЕННЫХ СРЕДАХ ПРЯМЫМ АЛГЕБРАИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

	KROONIKAT
	ХРОНИКА
	Johannes Heil 95
	Untitled

	Heinrich Laul 80
	Untitled

	Nikolai Alumae 75
	Untitled

	Boris Tamm 60
	Untitled

	Endel Lippmaa 60
	Untitled
	Chapter
	SISUKORD
	СОДЕРЖАНИЕ
	CONTENTS




	Illustrations
	Puc. 1. V
	Puc. 2.
	Puc. 2. Многослойная система. Рис. 1. Однослойная система.
	Untitled
	Puc. 3. Вертикальная декомпозиция с максимальным количеством контуров.
	Рис. 4. Учет обратных связей при вертикальной декомпозиции.
	Fig. 1. Progressive steady waves: a — periodic; b — aperiodic.
	Fig. 2. Solitary waves with various equilibrium states. `
	Untitled
	Untitled
	Рис. 1. Функция формы акустического давления, рассеянного полой пустой алюми ниевой сферой в воду.
	Рис. 2. Дисперсионные кривые фазовых скоростей периферических волн, возбужденных – ° B упругой сфере.
	Untitled
	Рис. 3. Модальные резонансы волн Лэмба в диапазоне 150 <х << 200: а — волны S, 6 — волны 4, в — волны $,, г — волны А,, д — волны $».
	Рис. 4. Вклад суперпозиции резонансных компонентов парциальных мод в функцию формы: а — волны Sy, 6 — волны Ay, 8 — волны Аl, г — волны $.
	Рис. 5. Резонансная кривая волн Ао и $; при л==Bs
	Fig. 1. Experimental set-up in integrated photoelasticity
	Fig. 2. Investigation of an axisymmetric state of stress
	Fig. 3. Stress distribution in a grooved cylindrical rod: unbroken line — Neuber’s theoretical solution [B], broken line — integrated photoelasticity (with 6 terms in the polynomials (3) to (6)).
	Fig. 4. Explanation of the equilibrium condition of a three-dimensional segment
	Fig. 5. Distribution of axial stress o, in a Soviet champagne bottle before (unbroken line) and after (broken line) opening.
	Fig. 6. Investigation of a cross-section of an arbitrary three-dimensional body.
	Fig. 7. Cross-section of a fibre preform and axial stress distribution along axes x and y
	Fig. 1.
	Fig. 2.
	Fig. 3.
	Fig. 4.
	Fig. 5.
	Fig. 6.
	Fig. 1. Instantaneous axial velocity distributions at different time moments, mean velo; cities and wall shear stresses realizations of the decelerated flow. Pipe diameter 60 mm
	Fig. 2. Instantaneous axial velocity distributions at different time moments, mean velocities and wall shear stresses realizations of the decelerated flow. Pipe diameter 34 mm.
	Untitled
	Fig. 3. Axial velocity distributions during the final stage of deceleration. Pipe diameter 34 mm. Fig. 4. Axial velocity distributions during the final stage of deceleration. Pipe diameter 60 mm,
	Fig. 5.. Time dependence of measured terms in the momentum equation. Deceleration period 5 sec, pipe diameter 60 mm.
	Fig. 6. Time dependence of the measured terms in the momentum equation. Deceleration period 8 sec, pipe diameter 60 mm.
	53 lgße Fig. 7. Skin friction coefficient ¢;y depending on the instantaneous Reynolds number ‚ . Ве and dimensionless time /+ for decelerated flows.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Tables
	Untitled
	Untitled




