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УДК 517.98

Анна МИНЦ

О КРИТЕРИИ ОСТАНОВА МЕТОДА ОПЕРАТОРНЫХ ИТЕРАЦИЙ

(Представил Г. Вайникко)

В работе указывается критерий останова метода операторных итераций и при-
водится алгоритм применения метода.

Постановка задачи

Квадратная матрица А = {а ! ц)^'. =1 , где А =А*> О, об-
ращается методом операторных итераций

Bk =Bk- l {2l-ABh- i ), B o=g{A) . (1)
Здесь g('k) непрерывна на [р, ||Л||] (р минимальное собственное
число Л), 0, B h очередное приближение к А~\

o<g(Я) <2/Х. (Г)
Предполагается, что на каждом шаге итераций (1) делается ошибка

С/г , так что
Sh Sk— l (2/ ЛBk—i) -\-Ck, So= ВоА~Со-

Здесь Bh приближенное значение B h,

i|C fe (6 =O, 1, ...).

В дальнейшем указывается, какое число итераций (в зависимости
от е, g{h) и матрицы А) достаточно сделать для достижения разумной
точности, а также даются рекомендации о наилучшем выборе g(6).

Предварительные обозначения и результаты

Обозначим ai^.a .. . aN собственные числа Л с учетом крат-
ности

<7= шах 11 Х#(Я) |,
Х.еа(А)

fp.) = 11-w)l,
F i (X) = (\-Xg(X})*
Ek=Sh -B,„ !£»!-».

В [*] было показано, что если —q, то последовательность
мажорируется сходящейся последовательностью ök, причем

õh+i=2q*öh+&
h +e, бо=е,

(2)
lim öh= (1 ]/1 —4е )/2.
ft-*oo

Заметим, что при достаточно малых е эта величина эквивалентна г.
Рассмотрим вопрос о поведении нормы ö/t+1

— Bh .

Поскольку Л=Л*, то ее можно представить в виде Л
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U diag(ab .. . , aN) U~\ где U унитарная матрица, а так как (сЫ.
[ 2 ]) Bk =gh {A) , то иB h можно представить в виде

Bh =U ..., b NW)U-i,
где b /X ..., öjv (fe) собственные числа B h с учетом кратности,
и, как видно из (1), (2 — аф^к~1' 1) (i =l, ...» Л^;
k=\, 2, ...)• Далее, Bh+i Bk = U diag (p/X ..., $N(h) ) U~\ где

..., (3iv (ft) собственные числа B k +1 B k с учетом кратности,
причем (3/Ä) =X (Ä) (1 — aig{ai)) 2>i . Известно (см. [2]), что I AB h =
= (/ — ABq) 2*, и таким образом, X(Ä)= (l/a*) • (1 —(1 — афф')) 2*), а
поскольку Ь г (С)

=g (<Я г ) , ИМ66М

Р® = (1/а.) ■(1 - aig (а,)И*(l -(| - aig (а,)Ц).

Отсюда следует, что
\\Bh+l Bh \\ = шах Gh {X). (3)

Хест(А)

Поведение Bk+i Bk

Поскольку мы предполагаем, что вычисления проводятся неточно,
нас прежде всего должен интересовать вопрос о поведении Sk+i —Bh.
Используя введенные ранее обозначения, запишем

Bh+i —Sh=Bk+ l—Bh BhAEhA~Eh {I ABh) — EkAEhA~Ch+i.
Отсюда

llÄ+i Bh\\ 11-öft+i "hll-f/ill ■ ) -j-e-HliXIl 2 . (4)
Докажем следующую вспомогательную лемму:
Лемма 1. Пусть

У -.+V
4 V '

Тогда
/ е 1) е 5/4(2А-2 —1) \

2М-.
+- Х) +o(еs/4) ’ (5)

к=2. 3, ...

Доказательство проведем по индукции, используя известное разло-
жение

у- , а а2 а3

1/ I_а=l—— Уё”—•••
и отбрасывая степени е, большие 5/4. Используем знак X Для обозна-
чения равенства с точностью до о(еь/4 ). Имеем;

т/ 14_ . 4 / о 1/2 р \ 4 / с? 1/2 \ g5/4
К -B+Уе=ГеУl - И/2 Х Уе ( 1 |) 1~V) “V ’

т. е. у2 X еl/4 *е/8;
/

]/ —е+ У —е+уё= еl 'B •1 е 1' 8 (1
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_ i/е /Зе , e«M
уз 8 Л32 8/

‘

Предположим, что (5) выполнено для некоторого k. Тогда

У -е,+, У —е+ ~. +уГ= У -е,+е‘«” {1 - —I- •••

- V» ~

Ч »у
h+l

„2» l/| еIВ ' 'Р-1-') esf4 (2H-2 1)
2й - 1

*' * 6 22te-1 22й 2

w „„..I е«2 е‘-«2' е (2й-1 —I) е 5/4 (2 Й~2 —1)
2й '" 2 22й г2*-2

1 / 6‘/2 I Нс .-...|
е(2й--1) «■»(*--1) Р\

g \ *
’ ’ ’

~ 1 ‘ 22ft_1 22fe~3 / / —>

_ tl е\ е(2й -1) еУ>(2<--1) \

. е \ 2/{ ''' 2 /
8

\ 22fe+1 22ft-1 / ’

Yft+1 ~ C^/B(2 fe -D
ft+l

•—->
8 \ 2 2ft+1 * ‘ 22fe~1 / '

Следовательно, (5) выполнено и для &+l, и лемма 1 доказана.
Из (5) следует, что

?»<»«*• I ofcW).

I .(1 “У®) 1/б ,
и можно показать, что при k - • имеем = 0 ( е *)•

Докажем теперь следующую лемму:

Лемма 2. Пусть е<(1 —#)/4; fei=min |/г: вl/2*^— —|,

k^[~\og 2 (1/е) ] 4-3,

(И, ku k 2).
Тогда

б5/4) . (6)
Доказательство. Рассмотрим последовательность б/г , задавае-

мую формулами (2). Как уже отмечалось, для любого k выполнено
неравенство Поэтому, если удастся доказать, что в условиях
леммы 2 будет выполнено неравенство бй^2в+о(е5/4 ), то (6) полу-
чится автоматически. Используя (2), получим цепочку равносильных
неравенств

- бй-i — q2*'"Ч-УеД-*/ 2* ■<=>■

6к -2S=-(?2M+ У —B+Уе+?2"

/ ’ ,

j/—е+У —е+. . .+УН^Г‘. (7)
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Вместо (7) рассмотрим неравенство
т 1в<—е.+У—е+•. ~+ Уе. (7 ')

очевидно, более сильное, чем (7).
Используем следующие приближенные формулы:

У —B+Уе=Уе (1 —Уе/2) -j-o (е 5/4),

п /
' ~

/ pl/2 ci-i/z*-' \

]/ -е+ У-е+ .•~+ ye --. . ) +0(8^).

Как видно из леммы 1, неравенство (7') можно при k^k 2 с точностью
до о(е5/4 ) заменить неравенством

/ pi/2 pi-i/г"- 1 \

es£-‘?+e‘/2*{l 2 )' (8)

Обозначим
Рl/2 pl-l/2 R -‘

s*=ед;—г=B 2 -m+log* (т) А" =

г=l m+n=k
m,n^l

= 8 JŠJ 2“m+L/2n =e(2~ 1+L /2*~I +2~2+b/:2 *'2+ . ■ ■ +2~( ft~1)+L/2) ,
m—n=k '

1

где L = log2 1/е.
Рассмотрим функцию h{x)= — x-f-L/2~^ h ~ x\ Она имеет единствен-

ный минимум при x—k log2 (Lln2);
/i(l) = -\-L/2h~i

, h{k \)=—{k—\)+L/2.
Потребуем, чтобы h{i) была отрицательна для любого —l.
Это выполнено, если

l+Z./2/i- I <o 1 (L<2k ~l
г И ПИ л

{k—\)+L/2<ür I L<2 {k —1).
При k^>L/ 2+2 оба эти неравенства выполнены, и

A(t)< o (7=l, ..., /г— 1).
Так как L<2(6 —1), имеем

(2-1+( fe- 1)/2'£
‘ 2-f ... -f2-( ft- 1)+( ft- 1)).

k~ ~ 1Рассмотрим теперь функцию t (x) = -
c^ k _ x_

[
и выясним, когда

t (i+l)

Так как t(i+l)—t{i)==~\+ (k—l)(— 1—) =-14-. k— ,v 1 ’ v ’ 1 v '\ 2k ~i-Z 1 / i— i

to (9) выполнено, если (£ —1) /2 fe— г'— 1 C 1 /2, т. e. если
*'<—l+ {k— 1) log2 (£ —1). .

(10)



При k> 10 имеем
[k/2]<— l-(- (k— 1) \og2 {k— 1),

и, таким образом, часть суммы
2-i+(fc-i)/2*- 2 _|_ ... _|_2~(ft~1)+( fe-1) (11)

при можно оценить суммой вида
[hm

i=l

представляющей собой геометрическую прогрессию со знаменателем
1/У2.

И, наконец, рассмотрим функцию г{х) = 2 x+(-k 1)/2* х r{k —1) =l.
Зададимся вопросом, при каких i имеем r{x)^.r{k —2). Это неравен-
ство выполняется при i, удовлетворяющих неравенству 2“i+(fl-1)/2*

'

<^2~hl2+z/2

При /г>lo этому неравенству удовлетворяют

и, таким образом, часть суммы (11) при таких i можно оценить сум-
мой вида

2 2 ft- /2+3/2 —|— \ == (k_2—[k/2])- 2- /г 2+3/2+l,
i=[fe/2]+l

и, учитывая оценку, полученную выше, оценим сумму (11) суммой
вида

[hm h-2JjT’ 2-l+(A-l)/2»- 2-i.2_j_ 2^h l2+3l2Jr 1
i=l t№]+l

2—3/2+(fe—l)/2*-2 (\ (М2 )[hl2]-i)K
- —|- ( [/г/2] —1) -2-^+3/2+l.

1 - 1/У2
Итак,

/ 2-3/2+(ft-l)/2«- 2 ( 1 _ ( 1 /У2 ) [ft/2]-l) \y
- ГЩЛ -+{[k/2] -1). 2-ft/2+3/2_J_ \ Jx 1-1/У2 J

Покажем, что при выполнено неравенство
2(fe-i)/2*- 2

( j _(1 /у2 ) tfe/2]-i ) 1; (П')
т. е.

2-(fe-D/2*'2 _p2 1/s/2[fe/2]/ ' 1.
Используя тот факт, что рассмотрим более сильное не-
равенство

2-(ft-i)/2't - 2 _(_2 1/:2 /2 ft / 1
Заметим, что при k=\\ это неравенство выполнено.

Исследуем теперь поведение функции
х (х) =2-(*-i )/2 *-2

+2 1/2/2*/4
.

Производная этой функции
у! (*) (4 In 2/2х) ((х —1) In 2 1 ^2 ),

и видно, что при имеем и'(х)<o. Таким образом, при

272
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у.(х) убывает, х(11)>1, a limx(x) =i. Из этого следует, что прд
Х->OО

11 имеем х(х) 1, откуда и получаем (1 И).
В свою очередь, из (1Г) следует, что

( 2 -3/2+(ft-i)/2*-2 (1 —(1 /Y2 ) гад-1 )/ (1 I Y2) 3 ’2/ (1 1/У2 ).

С другой стороны, при &>-10 имеем

( [k/2] —1) • 2- ft /:2+3/'2<^ 2 2-з/2/ (1 1/у2 ).

Итак, при &>• 10 : Зе, и соответственно, еl/2 “ (1 — S k ) (1 —Зе)еl/2 *,

а поскольку, как было показано ранее, {!') можно с точностью до
о(е5/4 ) заменить на (8), получаем, что {!') выполнено, если

е^ц—</+(l—ЗеДе1' 2 *

или
8 Зе).

Так как по условию леммы е<Д1 —д)/4, то (д+е)/(1 —Зе)<Д,
и существует 6i =min {k : еll2 (#+е)/(1 —Зе)}.

Таким образом, получаем, что в условиях леммы 2 выполнено (7) с
точностью до о(е5/4 ), и следовательно, лемма доказана.

Пусть теперь
6з=тш{& : iq2H/p) (1 q2*) s^e}.

В обозначениях леммы 2
ki=min{k : е 1'2 (q+e)/ (1 Зе)},

fe=[T-l°g2 (l/e)]+3.

Сформулируем главный результат данного пункта.
Теорема. Пусть g (А.) такая, что

max F (Х) F (р), (12)
Яесг(А)

шах Gk{l) =Qh{p) £*=max(l 1, ku k 2, k 3) (13)
Xeo(A) 1 " ■

e< (1 q)J4.
Тогда

\\B h+i Ё¥ \\ :-{-p(e 5/4).

Доказательство. Как было показано (см. (3)),
l\&h+i &k\\= max G fe (A),

Яесг(А)

и из (13) получаем
\\Bk+l —Bk \\ \/pq2K { \ q2*).

Если то WBh+i BkW^e.
Далее, из леммы 2 следует, что в условиях теоремы

5/ 4).
Наконец, используя (4), получим

№+i Sh \\ <7е+2е (1 +<Д) +е+о(е 5'4 ),’

но при имеем б q2h=o{e и следовательно,
Wk+i Ш (е5/4 ).'

Теорема доказана.
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Таким образом, если известны е и р и надлежащим образом подоб-
рана §(Я), то еще до начала вычислений можно указать число итера-
ций, достаточное для того, чтобы \\Sh+\

—ShII имела порядок погреш-
ности округления е. Следует заметить, что этого числа итераций до-
статочно и для того, чтобы ||Su—Bh\\ также имела порядок е.

В следующем пункте будет исследован вопрос о наилучшем вы-
боре £(Я).

Выбор £(Я)

Функция g{X) должна удовлетворять условиям (Г) и (12) (13).
Желательно также, чтобы q было как можно меньше. Это связано с
тем, что норма невязки ||/ AB h \\ = q2H

, и следовательно, чем
меньше q, тем быстрее сходимость. Кроме того, поскольку придется
вычислять необходимо, чтобы это вычисление было как можно
проще.

На первый взгляд, очень удобной является gi (Я) = 1/(1+Я). Она
удовлетворяет (Г) и (12) (13) для любых р и ||Л||, а вычисление
gi(/4) теоретически не представляет трудности, так как матрица 1-\-А
хорошо обусловлена. Однако, как было показано в [3 ], при реальных
вычислениях для больших размерностей А на подсчет g\{A) уходит
примерно столько же времени, сколько на выполнение всех итераций,
и, кроме тог©, погрешность С0 получается весьма большой. Поэтому
лучше использовать в качестве g{X) полином, а чтобы минимизировать
С0 и время вычисления g{A), полином этот будем считать полиномом
первой степени.

Заметим, что для того, чтобы q было минимально, следует выби-
рать убывающую функцию офЯ), в противном случае при малых р
величина |1 —pg{p)\ будет очень близка к 1. Поэтому рассмотрим
функцию вида

g2{l)=C0 Gil,

где сO , Ci>o.
Какими же должны быть с O , с ь чтобы выполнялись условия (К) и
(12) (13)?

Обеспечим сначала выполнение условия (12). Для выполнения
этого условия достаточно, чтобы (F (Я)) ' было неположительно на
[р; |Л||], т. е. на [р; ||Л||], что гарантируется выполне-
нием условия —с o+2||Л или

(14)
Потребуем дополнительно, чтобы 1 — было неотрицательно. Это
условие равносильно условию I—СоЯ+щЯ1 —СоЯ+щЯ или, так как 1 —
не возрастает, 1 —сO ||ЛЩ-щНЛЦ т. е.

CiXlHllco— 1)/1И112
. (15)

Для существования сь удовлетворяющего (14) и (15), необходимо,
чтобы выполнялось (|Иllс0 — 1)/||Л||2^с0/(2||Л|1), откуда следует

(16)
Итак, при сO , сl, удовлетворяющих (14) —(16), условие (12) выполнено.
Рассмотрим теперь условие (13). Продифференцируем ОДЯ)

(в, (я> )'= (M4ü_zP:Дo_) =

_

HF't W-2Fk {l)F'k {X)-Flt W+Fl(X))
~

Я2
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Если удастся добиться, чтобы G\{k) была неположительна, то (13)
будет выполнено. Воспользовавшись тем фактом, что

F'h (k)=—2h Fk {k) • {kg{k))'/{\ *£(*)).

получим
k{kg{k))'2 h

G'
h {к) оРф)- 1 -I2F' h {к)

Заметим, что Fk {k) l всегда неположительно. Потребуем, чтобы

тогда получим Поскольку (1 то {kg {к)) 'ТзгО, и

2F (X) +-™-ЕЕ>O (1 -Ag (А) ) 2'-‘ (Ag (А))'+
1 kg (к)

+2..-1 JM/ 1Е->0 1/(1 -Ag(А)) —2 (1 -Ag(А) )*">()■ (17)
1 >4?

Если <7 2Л I/2, то (17) выполнено, а это последнее условие, очевидно,
выполнено при к^кг.

Итак, мы молучили, что для выполнения условия (13), казавшегося
наиболее сложным, не требуется никаких новых ограничений на сO , О-

Рассмотрим теперь условие (1'):
(Kg’ (А,) <2Д.

То, что g{k)=Co Ci(A,)>o, гарантируется условием (14), так как,
если ci сo/(2llЛ||), то Сl<сo/ЦЛ Ц, т. е. с0 с у \\А Ц>o. Условие
kg{k)<i 2 гарантируется условием I—Я,£(А,)>o,1 —Я,£(А,)>0, и таким образом, (Е)
тоже не требует новых ограничений на сO , щ.

Какими же, наконец, должны быть с O, Ci, чтобы q было минимально?
В наших предположениях

q= 1 Cop+cip2
,

и следовательно, для минимизации q необходимо взять наибольшее
возможное с0 и наименьшее возможное С\. Как видно из (14) (16),

Со=2/||ЛЦ, .

Ci= 1/11ЛII2 .

Заметим, что при таком выборе сO , Ci и ||ЛЦ~I получаем, что q, со-
ответствующее

g2 (k)=\-k/2,
меньше q, соответствующего

gi{k) 1/(l+Я,).

Алгоритм применения метода и некоторые численные результаты

Теперь можно сформулировать алгоритм применения метода опе-
раторных итераций.

I. Определить ||Л|| и найти сO , Ci из (18).
И. Определить </=||/ — СоА-\-с^Аг \\ и, используя тот факт, что

<7=1 — сoр-{-С\р2
, найти р.
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111. Зная p, e, q, найти k\, k 2, ks и определить i-max(11 : ,
k\, k 2, кг}-

IV. Применять (1) для k— 0, 1, .. . , /г*.
В таблице приведены значения /г* для различных р и е в предполо-

жении, что ||Л|| =l, g(l)2X ( q в этом случае равно
1 —2р+р2ж\ 2р).

Автор выражает глубокую благодарность Г. Вайникко за помощь
в. работе и А. Вольбергу за ценное обсуждение.
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On esitatud kriteerium ojieraator-iterats-ioonirneetodi peatamiseks sümmeetrilise
maatriksi pööramisega, võttes arvesse ümardamisvigade võimalikku kuhjumist, antud
mõningad soovitused alglähendi valikuks-

Anna MINTS
0N THE CRITERION FOR STOPPING THE OPERATOR ITERATIONS METHOD

In this work a criterion tor stopping the operator iterations method is obtained,
and the corresponding algorithm fbr the application of this method is given.

8
p ю- 4 | ю-5 ю—6 10-7 ю- 8 10-9 Ю-ю Ю-и

lO-з 14 14 15, 15 16 17 19 21
10-4 — 18 18 18 19 19 19i 21
JO-5 —

— 22 22 22 22 22- 22
10-6 — — — 25 25 26 26 26
10-7 —

-
— 29 29 29 29

10-» — — — - — 82 32 32
10-9 — — — — — — 36 36
10-10 — —

—- — — — 39

Прим е ч а и и е. Прочерки в графах таблицы показывают, что при данных р нельзя
рассматривать, такие e, так как е> (1- ~Я) /4-
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