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УДК 519.226.3
В. ОЛЬМАН

СОХРАНЕНИЕ БАЙЕСОВСКОГО СВОЙСТВА ОТНОСИТЕЛЬНО
ДИСКРЕТНЫХ МЕР ПРИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ

(Представил Н. Алумяэ)

В теории статистического оценивания часто возникает необходи-
мость оценивать не сам неизвестный параметр распределения 0, а не-
которую функцию /(0) от него. Так, например, в теории надежности
обычно требуется оценивать по наблюдениям не интенсивность отка-
зов 0, а вероятность безотказной работы в течение времени Т, т. е. ве-
личину е~вг

. Естественно, возникает вопрос: для каких преобразова-
ний f некоторое заданное статистическое свойство оценки 0 параметра 0
сохраняется при оценивании f(0) с помощью оценки f(0)? Известно,
например, что если 0 оценка максимального правдоподобия (ОМП),
то для широкого класса функций /(0) является ОМП величины f(0).
В настоящем сообщении исследуется сохранение байесовского свойства
относительно дискретных мер и показано, что только линейные преоб-
разования сохраняют байесовость.

Рассмотрим задачу оценивания функции f(0,) oе/?р
, 1, по на-

блюдению хе! при условии, что плотность р{х, 0) распределения х
относительно некоторой меры dp{x) известна с точностью до пара-
метра 0 и что /: Rp-+-R r

, Неизвестный параметр 0 является слу-
чайным независимым от х вектором, подчиненным некоторому вероят-
ностному распределению G. При квадратичной потере риск произ-
вольной оценки 0(х) определяется интегралом

и минимизирующая этот функционал байесовская оценка 0g(x) имеет
вид

Определение. Назовем функцию f сохраняющей байесовость
оценки OG, если статистика /(0о(*)) является байесовской оценкой [(в)
относительно распределения G.

В соответствии с определением f сохраняет байесовость O G , если
для почти всех х по мере d\x{x) имеет место равенство

Пусть распределение G сосредоточено на конечном множестве век-
торов © = {oi , 02, , oп}, oг^^р

, с нагрузками р ь р2, ■• • ,Рп, . Тогда
равенство (1) имеет вид
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f j (o(*)— e)*p(x,e)d(i(x)dG(o)
OGRP )tel

og(*)= f Qp(x,Q)dG{Q)/ f p(x,e)dG(Q).
OEflp Gefif

f(8o(*))= I f(e)p(x,e)dG(9)/ f p(x,Q)dG( 9). (1)
бедр oеЯр
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Пусть og(X)=0o множество значений статистики 0 G - Произвол в
значениях f(0j), i= 1,2, . . .

, п, удовлетворяющих уравнению (2), оп-
ределяется пересечением ©о П 0- В частности, если OОП©0 О П© =O, то /(0,),
u= 1,2, .. . , п, могут быть произвольными, и в точках xel,
/= 1,2,...,«, значения f(0 G (x)) задаются равенством (2). Рассмот-
рим случай ©о П и перенумеруем векторы 0 Ь ..

. , 0П так, что

и, кроме того, по определению lr {q(x) — lj) =O, и следова-
тельно,

где Q= (Q T ! /) т .

Образуем линейное подпространство L, натянутое на векторы
{^(х) — /j, xeXj}^.=i . Пусть d размерность подпространства L, а
V матрица порядка d-Xn, строки которой являются базисом L, т. е.
L=Si{L). Очевидно, что d- где v=R{Q) ранг матрицы
Q. Пусть Qi матрица такая, что =o, LiQj=0 и R{Qi)—n — d— v,
т. e C(Qi)=C-l (L) где С- 1- обозначает ортогональное дополне-
ние к соответствующему подпространству. Но из равенства (2) имеем

а следовательно, С (/■) czC 1 (L) , и получаем, что

где А и В произвольные матрицы порядков гХр и соответст-
венно, а b произвольный г-мерный вектор. Переписав (3) в виде

где т]ь • • ■ , Лп —■ столбцы матрицы Qi, получаем следующий резуль-
тат.

(J£oip(x, di)Pi \ jt f(Qi)p{x,Qi)pi
J=i * .I =

o=L_
.

£р(х, Qi)pi j jtp{x,oi)Pi
2=l ' 2=l

n
Или, обозначив qt (x) =p (x, Qi)pi/£ pip {x, Qi), имеем

2=1

/( ŽQiQiix)) = 2f{Qi)qi{x). (2)
' i— l ' i— l

00 Пo= (oi, 02, •• • , oft}, 1 <&<«•

Введем обозначения; F матрица rX n
,

F = (/(00 j. . . jf(0n)), Q
матрица pXn, Q= (Oi |— j 0n ), q T (x) = {q { (x), ..., qn (x)), lj «-мер-
ный столбец с 1 на j-м месте, и 0 на всех остальных местах,

П

j= 1,2, ..., п, 1= lj. Пусть
j=i

Xj={x<=X : og (x)=0 7}, j— 1,2, ..., k.
Тогда в матричном виде

Q (q{x)— lj) =O, /=l, 2, ..., k,

Q(q{x)—lj)= о, j—l, 2, ..., k,

F{q{x)—lj)= 0, xelj, /=l, 2, ...,£,

F=AQ+be T+BQlt (3)

/ (0г) — i —l, 2, fi, (4)
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Теорема. Все решения уравнения (2) относительно функции f{-)
имеют вид

В качестве примера рассмотрим оценивание функции f от сред-
него 0 в схеме независимых одномерных нормальных наблюдений.
Другими словами, в соответствии с обозначениями p=r= 1, X—Rk ,

х = {XI, .. . , xh ), р{х, 0) = (У2яа)-к ехр [— (Xi 0) 2/2о2], a 2 >O,
h

d\i{x) —dx. В силу достаточности статистики х= можно принять
i= l

k=\, а кроме того, не умаляя общности, положим а2 =l. Пусть
01<02<С • • • <Дп точки сосредоточения распределения G, а р\, . . .

.. . , р п соответствующие нагрузки. Тогда байесовская оценка 0g (a:)
параметра 0 имеет вид, i= 1,2, ... п,

Нетрудно убедиться, что 0G возрастающая по xei? 1 функция, причем
область ее значений открытый интервал (0ь 0П ), и следовательно,
© П ®о= (02, ••• , on-i). Обозначим через х2<С . . . <хп_ х решение сис-
темы

Очевидно, что в силу возрастания Oа(Д система (5) имеет единст-
венное решение относительно х2 , .. . , х п -\, и следовательно, Xj=Xj,
/=2, ...

,
п—l.

Рассмотрим матрицу

и убедимся, что ее ранг равен п—2. По теореме Леви —Деспланка
[ ! ], квадратная подматрица б*,} U/=2, ... , п—l невырож-

п—l
дена, так как S Qi(Xj) <j 1, и следовательно, ранг матрицы А есть

г=2
п—2. Осталось заметить, что матрица

имеет ранг 2, и значит, выполнено условие следствия к теореме. Таким
образом, только линейная функция сохраняет байесовское свойство от-
носительно конечного дискретного априорного распределения при оце-
нивании функции от среднего нормального закона.
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f{u)=Au+b+BJZm<li(x), х^Х,
г=l

п
где меo o и и= (*), ie!

i=l
Следствие. Если d-\-x —n, то

f (м) =А и-\~ b, w G 0о-

Qg{x) = JJQiqi{x), _

г=l j= 1

oс(хД=oд У=2, П— 1. (5)

A={q

/е t ... е„\
\ 1,1, •

• •
, 1 7
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V. OLMAN
HINNANGUTE TEISENDUSE BAYESI OMADUSE SÄILIVUS APRIOORSETE

DISKREETSETE MÕÕTUDE KORRAL
Statistiliste hinnangute teoorias tekib sageli vajadus hinnata mitte tundmatut jao-

tuse parameetrit 6 ennast, vaid temast sõltuvat funktsiooni /(0). Sellistes olukordades
on kasulik teada, kas parameetri 9 hinnangu 0 mingi statistiline omadus säilib
/(0) hindamisel statistikuga /(0). Artiklis on iseloomustatud selliseid teisendusi; mis
säilitavad hinnangu Bayesi omaduse lõplikus arvus punktides kontsentreeritud aprioorse
diskreetse mõõdu suhtes ruutkaofunktsiooni korral. On näidatud, et ühemõõtmelise nor-
maaljaotuse keskväärtuse hindamisel sellised teisendused ammenduvad lineaarfunktsiooni
klassiga.

V. OLMAN
INVARIANCE OF BAYES PROPERTY SUBJECT TO DISCRETE MEASURE

UNDER TRANSFORMATIONS
In many problems arising in the theory of statistical estimation the value necessary

to estimate is not directly the unknown parameter 0 of the considered distribution but
some transformation f(Q) of it. The question considered in the paper may be, in the
most general way, stated as follows; for what kind of transformations f some given
statistical property of the estimator 0 of the parameter 0 is preserved when
/(0) is estimated by /(9). In this paper a Bayes property of estimator is in question
under quadratic risk subject to a priori discrete measure, concentrated in finite numbers
of points. The characterization of transformations which are invariant in respect to
Bayes property is obtained. It is shown that for normal case these transformations are
only linear.
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	Рис. 1. Характер особой точки в зависимости от bо, Ьs. Двойная линия отмечает гра ницы областей.
	Рис. 2. Характер особой точки в зависимости от Ьо, Ь\. Двойная линия отмечает границы областей с различными корнями.
	Рис. 3. Характерная фазовая плоскость. Сплошной линией обозначена траектория решения, прерывистыми нуль-изоклины, штрих-пунктирньщн асимптоты к ним,
	Рис. 4. Карта решений уравнения в зависимости от корней zx и z 2. Начальные условия г(0)=0, г'(o) с>o.
	Инвариантные функции распределения конечных /-лептонов по энергиям для разных спиральностей конечных безмассовых частиц.
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	Рнс, 2. Восстановление пространственно-временной голограммы. При считывании голограммы, записанной с опережающим опорным импульсом кроме распространяющегося прямо и без задержки импульса е’оО), в моменты времени |tR | и |2/л| возникают рассеянные соответственно под углами —2O и —4O восстановленные сигнальные импульсы е'-зеСО и е'-4е(/)- Штрихами изображены дифракционные порядки, возникающие при считывании голограммы, записанной запоздавшим опорным импульсом (/д>o). При этом восстановленные световые сигналы формируются как с обращенными волновыми фронтами, так и с обращенным ходом времени. Соответственно интенсивностям разные порядки дифракции обозначены линиями разной толщины.
	Рис. 1, Схема экспериментальной установки.
	Рис. 2. Временная диаграмма управляю„щих сигналов.
	Рис. 3. Схема питания соленоида.
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	Рис. 4. Поворот Фарадея в CaÖ при Я, = 335,8 нм и Т<0,65 К (7) во время инверсии магнитного поля (2). Рис. 5. Участок кривой 1 рис. 4 с временным разрешением 12 мкс.
	Рис. 1. Зависимость средней мощности сигнала Р дистанционного зондирования водной толщи от дисперсии наклонов взволнованной поверхности Osl при настройке телескопа на бесконечность (| = 0 пунктирная кривая) и на средний уровень поверхности (£=l сплошная кривая).
	Рис. 2. Распределение нормированной средней мощности сигнала P/Pq по глубине для различных дисперсий наклонов взволнованной поверхности оsl (1 Gsl 0,5; 2 osl = 0,75; 3 ofiL = l)- Первоначальная настройка на глубину zO/R = 0,32.
	Рис. 3. Распределение нормированной средней мощности сигнала P/Pq по глубине в случае взволнованной поверхности с Osl 0,75 при настройке телескопа на глубины zq/R =0; 0,14; 0,32; —O,l (кривые 1,2, 3, 4 соответственно). Смещение плоскостей фокусировки показано пунктиром.
	Рис. 1. Сопоставление элементов МК и СП. а процесс МК; б синхронный канал МК; в канал Петри МК; г асинхронный канал МК {Щэ. непримитивный переход, моделирующий функции канала; цO(Рд начальная разметка позиции рт\ 1 (х2) единичная функция от аргумента функции канала МК).
	Рис. 2. Последовательность моделирования канала МК. а концептуальная модель: б неполная модель; в структурно зависимая модель т'\ г структурно независимая модель т.
	Рис. 3. Модель синхронного считывания временных квантов (Ki, К2, ,Кп непримитивные переходы, моделирующие счетчики длины ki, t= 1, w непри- Мйтивный переход, моделирующий таймер; рш, ..., pout позиции, моделирующие условия запуска и сигнализации i-го счетчика).
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	Рис, 4. Модели длительности процесса МК. а длительность задана точно; б длительность' задана с помощью конечного интервала, Рис. 5. Модели пусковых моментов МК; множество пусковых моментов задано а в абсолютном времени, б интервалами между моментами запуска, в по стоянным интервалом, г изменяющимся в промежутке {t\, t 2) интервалом.
	Рис. 6. Модель процесса МК
	Рис. 7. Сопоставление МК и СП
	Рис. 1. Принципиальная схема системы управляемых выпрямителей с общей произ вольно-управляемой тиристорной группой.
	Рис. 2. Комплексный коэффициент Фурье составляющей 150 Гц выходного напряжения тиристорного регулятора.
	Рис. 3. Эпюры входного тока системы: а для ТР с опережающим углом управления, в для ТР с запаздывающим углом управления, б и г соответствующие сигналы «помехи».
	Рис. 4. Комплексный коэффициент ' Фурье входного тока системы управляемых выпрямителей с общей произвольно-управляемой тиристорной группой.
	Временные зависимости интенсивности вибронной (Voo== = 310 см-1) линии флуоресценции тетрацена в твердом этаноле при бихроматическом лазерном облучении: резонансно в o—o-полосе0—0-полосе (Xi = = 476,5 нм, 7i =2O мВт-см~2) и вне резонанса (Х2 = 514,5нм, /2 = 4 Вт-см~2 (/) и 1 Вт-см-2 (/')■) («)■ Кривые 1, 1' сдвинуты друг относительно друга в вертикальном направлении. При = 240 с величина /ф составляет 45% начального значения = 0). Временной ход интенсивностей лазеров описывают кривые 2, 3 (соответствуют 1) и 2, 3' (соответствуют /')■ Начало отсчета времени здесь и в части б момент включения света Xi. Те же временные зависимости при линейном сканировании интенсивности света /2 от 1 до 4 Вт-см~2 (б). На вставке приведена зависимость амплитуды второго скачка интенсивности флуоресценции Д2 от нгь тенсивности света /2.
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