
269

УДК 517.988 ; 519.615

О. ВААРМАНН

О МЕТОДАХ ТИПА КАСАТЕЛЬНЫХ ГИПЕРБОЛ

(Представил Н. Алумяэ)

Пусть дано уравнение

где дважды дифференцируемый оператор F (а) действует из одного ба-
нахова пространства X в другое Y. Для решения этого уравнения можно
применить метод касательных гипербол

где

(2)

Однако во многих случаях применение основного метода (2) неце-
лесообразно из-за трудоемкости вычисления второй производной Р"{х).
Поэтому представляют интерес модификации метода (2), в которых
вместо оператора F"{x) используется его некоторая вычисляемая про-
сто аппроксимация.

Целью настоящей работы является исследование общих схем ите-
рационных методов третьего порядка, включающих как уже известные,
так и новые алгоритмы типа (2). Изучаются варианты метода (2), в
которых вместо операторов Р"{х), Q~ l {x) и Г(х) используются некото-
рые их приближения. В частности, эти вопросы изучены в работах
Г- 7 ].

Если выражение F" (х) {у—х) заменить на L{x,y—х), которая ап-
проксимирует F" (х) {у—х) в рассматриваемой области S, х, и
вместо Г(х) использовать также некоторое его приближение, то метод
(2) превращается в метод

(3)

или
(4)

Если вместо Uh~\ в свою очередь, принять приближенный к нему опе-
ратор Vh, то получается

1. В дальнейшем предполагается существование и ограниченность
операторов [/''(х)]- 1 и Ц -1 (*). Если при этом уь<Сl и уь<Ц (см.
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Р(х)= о, (1)

Xk+i=Xk Qi iTkF{x h ) l k=o, 1,

r ft =[f'(*»)]-■ и Q„=/- TkF"{xh )rkF(xh )

Xk+i =xk [ F'(xh)L{xk , yk F{x h )

Xk+i=Xh V- iAkF{xh ),

где Uh =Ah F'{xh )+^AhL{x h, y xk ), yh —xh =-AhF(xk )

Xk+i =Xk V hAhF{x h ), k=o, 1,
.... (5)



ниже), то ио теореме Банаха существуют также ограниченные опера-
торы A h

~x и Vk~ x
.

Введем последовательности чисел {y/i} , (y/J. {%} и постоянные
Т, А, М, М\ и Н, удовлетворяющие неравенствам

270

\\I — AhF'{xk )\\^.yh ,
||/ Vh Uh\\<^yh,

( 6)

\\F"{x) ||||Afc ||<Ä.f HVäIKA, (7)

\\Ak+l k=o, 1, .... (8)

Теорема 1. Пусть x \\x— и на S выпол-
нены следующие условия:

1° оператор F (х) дважды дифференцируем (по Фреше);
2° вторая производная F" (х) удовлетворяет условию Липшица

\\F"{x) F"{y)\\^L2 \\x y\\ (x,y^S);
3° \\F"{x)(y x)—L{x,y — \\L{x, y x)\\ <

y\\, (G, Gi<oo);
4° существуют Г (x), U- 1 (x) и || Г (x) ||£/_1 (x) Ц ь (C, Ci<oo);
5° б = б O <C 1 (ниже величина б 0 определяется по разному в случаях

1)-3)).
Тогда:

1) Если l, и = г) 0/ (1 — то уравнение
(1) имеет в S решение х*, к которому сходится последовательность
(5), причем \\х*—Xoll и

\\Xh- х*\\^гфк
,

где бо = Л HMiyо -j—— TK (уо ~h ■^iYo) T]o ~pp~ 7 GMi —— TKG\M\ -(-

+ Если • •
•

• и yh~+3 при k-^oo,
то со сверхлинейной скоростью

k—i
\\xk x*\\^ri]JBi,

i= 0

где 8i === Л £ //Afiyj-J-" TK(y^H- Лг-Ет) 7 GA4 2 T2 J .

2) Если yk=C2\\Xh+i Xk\\, C 2<oo и no у& не является бес-
конечно малой величиной порядка o(\\Xk+\—*&||) и г2=Я0 (б)/^^р,
где Hh (б) = £ 62!

, ö = ö o=r]odo, d= \imdh , 4 = Кук-\-(^Щ-\-
t=ft 1 2 L '

+i^/CGiMl +—-L2 ]r]fe] +HMiC 2w-{~TKMiC2'rfk } , то уравнение (1)
имеет в S решение x*, к которому сходится последовательность (5),
причем \\х*—л:o ||^г2, и

\\xk x*\\^Hk {6)/d.
3) Если yh=C2\\xh+ i xh \\2

, Y*=c 3lUft+i xh \\ и r3 —HO

бо =г) о У do , где dh = d -J—— d = A^HMI C2-\-'-^-TKC3 -{-

+
± x ( GM\+-ыаж+Лu)\
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то последовательность (5) сходится с кубичной скоростью сходимости
к решению х* уравнения (1), причем \\х*—л: o ||^г3 и

Доказательство. По формуле Тейлора

oo

lU(.-Jf||<W»(6)/yd, Я«(6) = 2Ж-
i=k

F{xh+ l) =A h
1 Vk

i {VkUh /) {Xh+i Xk)-\-Rh,
где

{[F" (V h Xh) L (xh , yh xh ) ] {xh+i xk ) +

+F"{xh ) {yk xk+i ) {xh+i xh )}.+ J [F"{xh +t{xh+i xh )) (9)
0

—F" (xk ) ] (Xh+i X h )2 {l—t) dt.

Далее,
xk+i Ук ==xk+i xh V" * ( Xji-\- 1 Xfo )

= [/- uh +V-*{Vhuk -1)] (xk+l Xk), (10)

С учетом (4), (9) и (10) имеем

ТДЦ sSsYfeH 2” ll ( xk> Ук xh) 11 I Уь

,-2~ hGiMiWxh+i xh\\,

— xh\\ =II VhAkF II II Vh\\ £ II foil 11 lIXh +

+—lИ»_,|| v-^\\)\\x k-Jtk-illM-- IHfc-tll (-WCGill V-iJU-
+ GII - i2 ) U* 4 - ' О 1 )

1) Если И Yfc<Yo<l, то ||x ft+ i xh \\ .A-ill,
где

6fo_i =A^y\4iYfo_ l d-l-^-l/((yfo_ 1-fMiyfo-^rifo-id-

+— *■ ( GM\ +— «О.М.+ф-L 2 ) n2
ft_(

]
и для n^k

I \Xn XhW <JE lki+l -Vill < lIXi Xoll 2Ь*= п(6 ft б п ) .

i=h i—h

Таким образом, последовательность (5) фундаментальна, и справед-
ливы следующие соотношения

x*=\imxk , F{x*)= 0, \\xk x*\\^riöh
, п=щ/{\ б),k—voo

lUfo *o ||</ч(1 — õ h ) t. e. все xk^S.
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Перейдем теперь к доказательству случаев 2) и 3). Допустим, что
%h\\ 111-Xfc Xfi—l 11 ,

где
... ... >*o, \im dh=d,

k —�•oo

тогда имеет место

—l .—l \ p 1
\\Xh+i xh \\ Xh-i\\ p-1 1 d р-Дщч I p ~l 6pH

,

i
lUn p_l [Ял (б)— Яп (б)] {n^k),

4 oo
где 6 =r|o^

ü
p~1

,
= бр '; т. е. последовательность {хь} фун-

i=k
даментальна. Следовательно,

1
х*= lim Xh, F{x*)= 0, \\x h г^Я^б),

ft-»-oo

1
IUo—^ЯоСб).

В частности, если yft-i =СУх* — Xk-iW2
, a yft-i не является малой ве-

личиной порядка o(]|xft — X/i-iH) и lim dh= d> o, то из (11) следует, что
к-* оо

lUfc+l Хц\\ h x ft_ill 2
,

где dk-i=A --- х[ Ку&— l4~ GM2 -f-i™ Я/CGiAfi-j L2 j+
МСЛВСгГ] 2^}-

и
оонк (б) =

i=ft

В случае у/<-1=С 2 ||хь — x fe_il| 2
, Yfe_i = C 3 ||x ft — имеем

lUft+i — 13,l3
, где d=A^HMl C z~\-’-^-IKCs-\-

(-f—— L2 )\ dh-i=d-\—— ХАКМ х С2г\к-1-

2. Теорема 1 позволяет не только обсудить устойчивости (в смысле
сохранения порядка скорости сходимости), а также изучить важные с
точки зрения практики виды метода (5).

В [ 4 ] предлагается в качестве L(x k , уи—х/{ ) брать

2p[f'(A -p-IW*»))-'7' (*»)]•

Если в этом выражении принять (3=l и в формуле (5) положить

Ац =Гк и Fft = Q- 1
, где Qh<=ThF'(xk -.1-ThF(xh )) ,

то из (5) полу-

чается метод, рассмотренный Т. И. Коган [7 ]
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где xh+l = xh-{-x h и Eh =[F'{Qh-i)]'~i F'{Xk),
а применение метода (12) эквивалентно решению (14), (15) при Ей —O.
Если при реализации метода (13) использовать схему с вычислением
обратного оператора, то на каждом шаге итерации требуется приблизи-
тельно такой же объем вычислений, как и при методе Ньютона.

На основе изложенного выше заключаем, что для сохранения по-
рядка, присущего методу Ньютона или методу (13), следует вычислить
обратные операторы или соответствующие линейные уравнения с точно-
стью О (б2*) или О (б(I+l '2)*). При решении на каждом шаге итерации ли-
нейных уравнений с помощью некоторого итерационного метода для
сохранения порядка метода (12) (метода (13)) достаточно решить
уравнение (14) с точностью порядка o{\\Xk+i—xh \\){o{\\xh —xfc_t )), а
уравнение (15) с точностью О {\\xh+i —xk {О {\\xk —xh-i\\\\xk +i —xh \\))
(см. также П).

В частности, для решения уравнений (14), (15) можно использовать
двупараметрический итерационный метод [ l6-18 ]

Xh+i=xk hF{xh ) j] F{x h ), k=o, 1,
... . (12)

Если в методе (12) заменить 1\ на [^'(öft-i)] -1 и F' Xh —

jj на [F'{Qh )]-\ где

f xO , при k=o
ofe=

*

\xk —<—[F'{Qh-i]~iF{xh ), при k^\,

то (12) превращается в метод
xh+i=xk -[F'(eh)]-lF(xh ) (13)

с порядком I+У2. В самом деле,
11/ - A„F' (х„) |1 <|| [F'(0„_.) ]-1 (F' (0„_,)- F' (х„) || ==: СК\\хк - oft-.1l

<Ck(.,.v, - лгл-ill +— II [F ' (oft-2 )]-*P’(oft-i) llll [F’ (oft_.)]-‘f (*„-,) || )
,

T. e. yh =o{\\xh Xk-i\\).
С учетом того, что Uk = A hF'^x k — A hF {xk иVh = U-i =

= [^'(Gft)]- 1^-1
, имеем ||/ — VhUk || =O, t. e. y ft =o.

Далее, из (11) следует, что доминирующим является член
~AKyk~i\\xk Xk-i\\ 2 порядка 0(\\xk~i — xh- 2\\\\xk — xh-i\\ 2 ), и поэтому

скорость сходимости метода (13) равна I+У2 [ B ].

По-видимому, метод (13) впервые предложен М. Я. Бартишем [9 ],

позже рассмотрен в [ lo_ls].

Применение метода (13) равносильно решению на каждом шаге
итерации возмущенных линейных уравнений

{F' {xk )+Ek )tk =—F{xh ), (14)

F' F{xk ), (15)
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Удобный способ определения параметров hW и hF) 2ела/г, =

= е&а2 ) предложен в [ lB ]. Там же показано, что метод (16) эффектив-
нее метода Фридмана в смысле как количества итераций, так и машин-
ного времени.

При решении систем нелинейных уравнений полезно в некоторых
случаях (желательно иметь Г(х) в явном виде, распараллеливать вы-
числения и т. д.) использовать модификации метода (12), в которых
ГА или Г

/
, (T

k j_ = \F' (Xh - ThF (лц) j j вычисляются точно
2 2

на некоторых шагах или этапах итерации, а на промежуточных шагах
или этапах применяется формула итеративного обращенця матрицы.

Например, метод (12) можно модифицировать следующим обра-
зом:

Расчеты по методу Ньютона и по методам (12), (17) —(19) были
проведены на наборе тестовых задач, который содержит комплект тест-
задач Аргонского Национального Центра, задачу Фрейденштейна—
Рота и задачу Бокса [l9 ]. Счет велся на ЭВМ ЕС 1060 с удвоенной
точностью до тех пор, пока не достигалась точность —xfe ||^lo-6

или Цх/;+1
— Mtll^lO-9 . Программы были составлены на языке

ФОРТРАН. Результаты численных экспериментов с условием оконча-
ния расчетов ||xft+1—приведены в таблице.

Xh+i =Xh eh{2ah [F' {xh )]* —a\ [F' {xk )]*F'{xh ) [F' (xh )]*)F {xh )
. (16)

yh=xh —S-ThF{xk ),

Xk+ l == %k [ЗГ\ - 3ThF' {yk ) ТА+ГА (F' ( yh ) ГА) 2 ]/7 {xk ), (17)
или

Уо=Хо ГоА(хо),

Xi =xo-T 0 L F{xo),

q .1 , ? (18)
Ук=Хк -Л-г j.i;(/-f'(^)r(M)_ij fm. -z 2 i=o 2

xh+i=xh— vh k^\.
2

Для метода (13) получим аналогично
xh+ i =xh Ah+lF{xk ), A k+i= [F'iQh)]- 1

,

ö/i+i Xk+l :~2~ A-h+\.F (Xft+i),

p—i

Xk+2=Xh+i Aft+i (7 —F'(oft+i) Ah+i) lF {Xh+l),
i=о

1 и < l9 >

oft+2 — Xk+2 Ak+i (7 F'{Qh+iAh+i)‘F {Xh+2), {p,<-7^2).
i=o
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Номер
задачи

Метод
Ньюто-

на
Метод

(12)
Метод
(13)

Метод
(17)

Метод
(18)

<7=3

Метод
(19)

p =q =S

1 3 2 3 2 2 3
2 32 21 27 21 22 42
3 13 9 12 9 10 13
4 15 28 14 24 37 16
5 И 6 — 8 —

—

6(7V=6) 13 9 15 9 9 110
6(7V =9) 14 10 16 11 10 —

7 6 4 6 5 4 —

8 91 А>300 2 — 3 —

9 4 3 4 3 3 5
10(jV= 1) 4 3 4 3 3 5
10 (iV= 10) 4 3 4 3 3 5
11 8 7 12 70300 70300 —

12 15 10 13 10 11 12
13 5 4 5 4 4 7
14 7 5 6 5 5 9
15 43 25 10 60 49 17
16 6 4 5 4 4 8

TV — размерность задачи, прочерк — процесс не сходился, 70300 — число итераций
превышало 300.

Автор благодарит Вильве Кулла за проведение расчетов на ЭВМ.
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0. VAARMANN

PUUTUVATE HÜPERBOOLIDE TÜÜPI MEETODITEST
Mittelineaarse operaatorvõrrandi F{x)= 0 lahendamiseks Banachi ruumis vaadel-

dakse puutuvate hüperboolide meetodi (2) selliseid modifikatsioone, kus operaatorite
F"i x ), Q{x), F(x) asemel kasutatakse nende aproksimatsioone. On tõestatud koondu-
vusteoreem seda tüüpi iteratsioonimeetodite kohta, mis on tuletatud mitmel erinevalviisil. On toodud tingimused, mille täidetuse korral vaadeldavad meetodid säilitavad
neile omase koonduvuskiiruse järgu. Teoreetiliste tulemuste illustreerimiseks on lahen-
datud 16 näitülesannet.

O. VAARMANN
ON METHODS OF TANGENT HYPERBOLS TYPE

For solving the equation F(x)=o, where F{x) is twice differentiable mapping from
a Banach space into another, one considers inexact methods of tangent hyperbols (2)
and such where the operators F"{x), Q(x) and Г(х) are replaced by their approxima-
tions. A local convergence theorem is proved for a family of inexact methods of
tangent hyperbols derived by variational means. This theorem, too, states conditions
under which methods preserve their convergence rate. As an illustration of new variants
of method (2), numerical results of solving 16 test problems are presented.
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	Рис. 4. Поворот Фарадея в CaÖ при Я, = 335,8 нм и Т<0,65 К (7) во время инверсии магнитного поля (2). Рис. 5. Участок кривой 1 рис. 4 с временным разрешением 12 мкс.
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	Рис. 2. Комплексный коэффициент Фурье составляющей 150 Гц выходного напряжения тиристорного регулятора.
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	НЕРЕЗОНАНСНОЕ ЛАЗЕРНОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ НА ПРИМЕСНОЕ СТЕКЛО ПРИ 6 К: ГИСТЕРЕЗИСНЫЕ И ПОРОГОВЫЕ ЯВЛЕНИЯ В КИНЕТИКЕ ФОТОВЫЖИГАНИЯ
	Временные зависимости интенсивности вибронной (Voo== = 310 см-1) линии флуоресценции тетрацена в твердом этаноле при бихроматическом лазерном облучении: резонансно в o—o-полосе0—0-полосе (Xi = = 476,5 нм, 7i =2O мВт-см~2) и вне резонанса (Х2 = 514,5нм, /2 = 4 Вт-см~2 (/) и 1 Вт-см-2 (/')■) («)■ Кривые 1, 1' сдвинуты друг относительно друга в вертикальном направлении. При = 240 с величина /ф составляет 45% начального значения = 0). Временной ход интенсивностей лазеров описывают кривые 2, 3 (соответствуют 1) и 2, 3' (соответствуют /')■ Начало отсчета времени здесь и в части б момент включения света Xi. Те же временные зависимости при линейном сканировании интенсивности света /2 от 1 до 4 Вт-см~2 (б). На вставке приведена зависимость амплитуды второго скачка интенсивности флуоресценции Д2 от нгь тенсивности света /2.
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