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А. МАРШАК
ЗАМЕЧАНИЕ О КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЕ

КЛЕНШОУ— КУРТИСА
4. MARSAK. MARKUS CLENSHAW—CURTISE KVADRATUURVALEMI КОНТА

4. MARSHАК. А REA4ARK ON CLENSHAW—CURTIS QUADRATURE RULE

(Представил Г. Кузмин)

В данной заметке рассматриваются квадратурные формулы (КФ) Клен-
шоу—Куртиса, отображенные на [O, I], а именно [ l>2 ] *:

(О

(2)

Покажем, что узлы и веса КФ {(1), (2)} удовлетворяют условию **

(3)
I

Заметим, что это условие означает, что сумма адДг 1 должна нахо-
-7=l

диться «недалеко» от середины интервала ( f d-ц, / p,* -1 rfp,).
о b

Для класса КФ, удовлетворяющих (3), можно получить нестандартную
форму остаточного члена, которая учитывает сильную неравномерность
расположения узлов КФ (например, сгущение к левому концу отрезка
интегрирования).
1. КФ Кленшоу—-Куртиса и ее предельный случай. Параллельно с КФ
{(1), (2)} рассмотрим ее предельный случай [ 2 ]

(4)

* Знак S" означает, что первый и последний член суммы взяты с коэффициентом 0,5.
** Запись А п =0(В„), где 0„>0, п=l,2, ...

означает, что последовательность
А п /В п при п-+оо ограничена,
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1 N
ffin)dn » jju-3fim), N чётное,
о j=i

(ij sin2 {nj/2N) ,
/= 1,2,

...,
N,

N/2
-aj =(2 /N) X' (I—4i 2)"I cos (2ijn/N), j= 1,2, W—l,

i=o

aN =o,b/{N* 1).

JŽ а3^т1= (|1 гт+ 1 )|хгг
- 1

,
I=l, 2, ..., N,

з= l

i— 1,2, ...; (ijv+i— 1

М'.? Ui, / 1)2,..., jV,

aj— {n/2N)sin (nj/N) , /=l, 2, —l, ajv = ajv.
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Посмотрим, насколько КФ {(1), (4)} отличается от КФ {(1), (2)},
т. е. оценим разность aj aj, /= 1,2, N —l.
Лемма 1. Для любого t е(0, я) справедливо асимптотическое равен-
ство

где М = 1,2,....
Доказательство - леммы основывается на технике, предложенной в

[ 3 ], с. 535.
Используя результат леммы 1 для остатка ряда

и преобразуя веса (2) согласно [ 2 ], можно показать, что имеет место
Лемма 2. Для определенных в (2) и (4) весов КФ (1) справедливо
равенство

2. Равносильность условий. Непосредственная проверка условия (3)
довольно трудоемка. Оказывается, что справедлива
Лемма 3. Для того, чтобы узлы, и веса КФ (1) удовлетворяли усло-
вию (3), необходимо и достаточно, чтобы они удовлетворяли равенст-
вам

(5)

где величины CjN ’i таковы, что

(6)

Достаточность доказывается путем непосредственного сложения пра-
вых и левых частей равенств (5). Для доказательства необходимости
можно провести индукцию.
3. Проверка условий (5) (6). Сформулируем две леммы.
Лемма 4. Пусть а и b некоторые действительные числа. Тогда при
всех k 2,3... справедливо равенство

где

(Здесь сП биномиальные коэффициенты.)

“ sin {2k —1) . ( sin2 1
h^j_n 2/e 1 (sm ) l 2M+l + 2(2M + 1)

,+

sin (2M+l) t cos(2M+2) /

+ 2sin/(2M+l) (2M+3) sin2 /(2M4-l) (2Л4+3) (2M+5) +

-)-0 (M -4 sirr^3 1) ,

~ sin (2k —1) t
JkZT\

~=я/4’ tEE{O,n),
h= l

a j aj— (1)s sin~2 (л/'/jV) [{N — 1) (jV-)-1) (A/”-j-3) A/] 4 +

0 (sin~3 (nj/N)N~5).

jai^ 1
— (M'2+^l)/2/= M' /=l >

j (|x*.
+1 |i}_i )/2i=[uc*’\ j=2,3,. . ~ /,

1); /=1.2. i= 1,2,....
X j=l

2J ( a +b) 2k~2i (а b) 2i~ 2=k(a2h~z+b2h- 2 ) -f J>J'dhtm a2h- 2m- 2b 2m ,
i=l m= 1

h 2 m

dh,m= JŽ J>J (-1) !К cl
2 ._2 , m= О, 1, .... k— 1.

i=i ;=o
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Лемма 5. Пусть а = л/2/V. Тогда справедливо асимптотическое равен
ство

С помощью лемм 4 и 5 можно показать, что КФ {(1), (4)} удовлет-
воряет условиям (5) (6), а отсюда, ввиду равносильности условий (3)
и (5) (б) (лемма 3), следует
Теорема 1. Узлы и веса КФ {(1), (4)} удовлетворяют условию (3),

Используя лемму 2, этот результат можно перенести и на КФ {(1).
(2)}, а именно
Теорема 2. Узлы и веса КФ Кленшоу —Куртиса удовлетворяют усло-
вию (3).
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