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М. ФЛЕЙДЕРВИШ

КАСАТЕЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ГЛАДКИХ ОТОБРАЖЕНИЙ

\l. FLEIDERVIS. SILEDATE TEISENDUSTE PUUTUJARUUMID

AI. FLEIDERVISH. TANGENTIAL SPACES FOR SMOOTH TRANSFORMATIONS

(Представил А. Хумал)

Пусть М —• некоторое подмножество банахова пространства X. Вектор
h е X называется касательным к множеству М в точке х° <= М, если
существует е>o и отображение t-+r[t) отрезка [O, е] в X такие, что

г (t) <=М при всех /<= [O, ej и ||.r(/) \\/t-*0 при 0.
Если F: XУ отображение банаховых пространств X и Y, а U

окрестность точки х°еl, то . в качестве М берется множество
М={х е U\F{x) =F[xo)}, а множество всех касательных векто-
ров к множеству М в точке х° е X обозначается ТМ (х°).

Множество ТМ{х°) является замкнутым конусом и TM{x°)cz
c=Ker А (х°). Исследование необходимых условий экстремальных задач
с ограничениями приводит к вопросу о том, в каких случаях ТМ{х0)
=Ker F' (х°) [ 1 ]. В случае регулярности, отображения F в точке х° этот
вопрос был решен положительно Л. А. Люстерником. В данной работе
вопрос о равенстве касательного конуса и ядра производной отображе-
ния F получил распространение и на нерегулярный случай.

В вышеуказанных обозначениях справедлива
Теорема. Пусть F : X-+-Y —• строго дифференцируемое в точке х° еX
отображение банаховых пространств X и Y. Если для всякого r{t)czX
такого, что ||r(tf) 0 при t 0 найдется е>o, так что при всех
/ е [O, е] и h<= Ker F' {х°)

то

Доказательство. Включение ТМ (х°) czKer F' (х°) тривиально
(см., например, [2 ] с. 41). Покажем обратное включение, доказывая тео-
рему от противного: пусть существует h е Ker F' (х°) такой, что
Н(=ёТМ{х°). Тогда Vr{t)<z:X такого, что при t O, \\r{t)\\/t 0 спра-
ведливо

(1)

где /о<= [O.eJ. V е>o. По теореме Хана—Банаха существует
у* К* такой, что

(2)

Возьмем е настолько малым, чтобы V/ е [O, е] выполнялось условие тео-
ремы. Тогда ¥ {x°-\-toh-\-r{to) ) ¥ (х°) еlm ¥' (х°), т. е. 3TgeA такой, что
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F [x°-\-th-\-r [t)) F (x°) <= Im/7'^0),

77И(х0)=Кег/г/ (л:0 ).

F(xf>+Uh+r(to ))-F(x«)#0,

(у* ,
F [xQ-\-t üh-\-r (/о)) F (x°)) O.
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Подставляя это в (2) получим

откуда следует, что у* е Кег F' (х°). Тогда функционал х* е X*, опреде-
ляемый равенством

(3)

не равен нулю, т. е. х*{Х)=Я. По теореме Банаха об открытом линей-
ном отображении, величина (см. [2 ] с. 45)

(4)

Рассмотрим многозначное отображение
(5)

где й е Ker (х°) зафиксированный, не принадлежащий ТМ{х°)
вектор, а и у*Ф 0.

Обозначим через h{A, В) хаусдосфово расстояние между множест-
вами А и В. Функционал

отображает Xв Я. Поэтому множества и Ф*(х2 ) являются сдви-
гами одного и того же подпространства вX. Поэтому (см. [ 2 ] с. 44)

Отсюда, из (5) и строгой дифференцируемости отображения в точке
х° имеем

Возьмем теперь x* таким, чтобы выполнялось соотношение (3). Тогда
в силу (4) имеем

В силу непрерывности у* и конечности константы С(х*) найдется такая
окрестность нуля U\= (х| ||х|| <<б}, что для всех хг-е U x имеет место

(7)

Так как /г е КегП(х 0), то .Р(хo +th) 0 ) =0(/) ив* силу непре-
рывности у* для любого е>o в силу (4) и (5) имеем

F (x°-\-toh+r{t o)) F (x°) =F'{x°)x.

<У*у У7, (x0 )л;> =< JF,
* {х°)у*, хУФ О

x* F'* {x°)y*,

С ( х*) = sup ( —s inf {||*|| \x<=X, <x*, x}=},} ) <oo
teR \ ‘Л I /

Фг (х) =х л:*- Iг/*[/г (х0 F (х°) ],

4{xy=<y*,F{xft+ih+x) F{x°)}

Ä((D*(*i),<Dt(*2))=inf{||2i z 2 , (6)

h(Ot{Xi), Фг(х2)) =

= inf {||2i z2 || (.<**, Zi) = (x*, xi> (y*, th+x*) f {x°) >} =

= inf {||ij| | <x*, г> =<х*, Xi x2>—<#*, f (xö+th+Xi) JP(xo+th+x2 )>} =

= inf (IИI | <х*, £> =<**, Ху хг>—<#*, F'{x°) (xi — х2 )>+

~\-(У , 0 ( \\xi *2 II))) =
= inf ЦИК**, z>= <x* h *'{x°)y*, xt x2)+(y*, o(||*i x2||)>}.

Л(Ф*(*!), Ф*(*2 )) =ш£ {\\z\\\(x*, z> = <#*, o(||jfi —*all)>}<
<C(JC*) K/.OdU, —x2 ||)>|

А(Ф*(*l ),Ф*(*2 ))<o||*l —*2||, 0Е [O, IJ.

Q (0, ф/ (0)) = inf {||г||l <**, z}=(y*, F{x°+ih)— F{x°)}}<^
<С(**)|<у*,o(o>|<е*,
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в том числе, это справедливо (при О<Сo<ll) для e= ö(l —0). Тогда
(8)

Соотношения (7) и (8) показывают, что в шаре U\ для достаточно
малых />0 отображение Ф/(х) является сжимающим. Поэтому сущест-
вует r{t)(nX такое, что

ii при всех достаточно малых О

Отсюда и из (5) следует, что

а следовательно,

для всех достаточно малых /, что противоречит (2) или тому, что
li£ETM{x0). Следовательно, V/г е Кет F' (х°) выполняется
что и доказывает обратное включение.
Следствие. Пусть отображение F: X Y банаховых пространств,
строго дифференцируемое в точке х° е А', регулярно в этой точке. Тогда

Доказательство. Поскольку Iш/,/ (хэ ) =К, то при всех х из обла-
сти определения отображения F выполняется F (х)-—F (х°) е IrnC^x 0).

Остается применить теорему.
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е(0,Ф,(0))<б(1 9)Т

ИШ<Т=Т е(0 ’ ф<(0))=0(0

r{t) еФ4 (г(O).

О е= x*~ ly*[F(xo+th+r (t) ) F{jfi) t

{у*, F (x°-f-th+/' (/) ) — F (x°) > =0

TM (х°) = Ker F' (х°).
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