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4. МАРШАК

ОДНА ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПРИБЛИЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
ЭКСПОНЕНТ КВАДРАТУРНЫМИ ФОРМУЛАМИ

(Представил Г. Кузмин)

Введение

При приближенном решении уравнения переноса часто требуется ап-
проксимировать интегральные экспоненты Ер , 1, квадратурными
формулами (КФ) [ 1 ], и быстрота сходимости метода зависит от того
насколько хорошо мы можем это делать.

В данной работе для широкого класса КФ выводится левосторонняя
эценка приближения Е р . Эта оценка связывает степень аппроксимации
Ер с первым узлом КФ и позволяет доказать неулучшаемость оценок
скорости сходимости некоторых методов решения уравнения переноса (в
частности, метода дискретных ординат [2 ]).

Рассмотрим последовательность КФ, аппроксимирующих интеграл

/= 1,2, ..., п\ o<рll<рl2< ... <pin< 1, п— 1,2, ...
. (1)

План работы следующий. В первом разделе выводится асимптоти-
П

ческое равенство для соотношения сп/мЛ k—\, 2, ..., при по-
)=l

мощи которого во втором разделе доказывается, что интегральную экс-
поненту Ер при помощи КФ (I), удовлетворяющей некоторым естест-
венным требованиям, нельзя приблизить лучше, чем ри?-1 , где pii пер-
вый узел КФ. Третий раздел работы посвящен обсуждению этих требо-
ваний.

Обозначим через с, Ch, cu,i положительные постоянные, которые могут
принимать различные значения в различных соотношениях.

1. Веса и узлы КФ

Предположим, что КФ (1) удовлетворяет для любого п следующим
требованиям
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j7((i)d(x» 2J аjf(iij),
о j=l

I
A) /=1,2, jxn+i==l,

j=i

B) iu+l l=\, 2, ..., n,
n/1 1 \

C) Ci<C аД • ) <C.c2.
j=l

' M-i M-i+i 7
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Обозначим J = [l/f.iiJ, У +
= У-)-1, J~—J —l и введем целочисленный

множества

для /=l, 2, . . .
,

/+, положив р0 =O. Очевидно, что Nj*=Nj* =&, а
+= {l}- Пусть далее

Нетрудно видеть, что o^/+^/г i= I,
...,

У+ и

(2)

(3)

Из условий А) и В) следуют неравенства

(4)

(5)

(6)

(7)

Рассмотрим теперь как связаны /*+, /* и Справедливы равен-
ства

(8)
где

а

(9)
где

Таким образом, ащ) это вес КФ, соответствующий узлу р/ (г-) такому,
1 1

что но р/ ( г)+ i>y и соответственно ащ) такой вес, что

1 1
|i/(i)-i< , Заметим, что

m= |*>o: /Vi=|/e>o: (u,=S-}
Л^-={/г>0:

I\ — Jžj a j> li иу, I г aj.
j^Nt + j<=Nt jeiVt

-

I\=h=I~= 21 ait
j=i

h*=h*= 0, lj*= ai.

I i Й-C f~ , IEEN { f l-\- 1 (j£ Ni ,

li т—, l£= Ni ,

li 7- , lG= A/f,

Ji C(.l , IEE Ni, l-\- 1 N i.

li —li &l(i)i

f ai, Nt,
a/(i) 10, Ni =N+,

’ г ’

li — lг-\~Ш(г),

- / ai, l<= Ni , l ф Nit
ai(i) ~ 10, Ni=Nr.г
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где

/ 1 1 \

r. e. mj равно числу промежутков у —j , на которое у-и узел

КФ опережает j-\- 1-й узел. Аналогично

где mj—rrij- 1, j=2, n, mi =O. Отсюда

а

Из неравенств

следует, что

откуда

Теперь, учитывая условия А) и С), заключаем, что существуют такие
постоянные щ и с 2, что справедливо неравенство

(10)

Аналогичное неравенство имеет место и для суммы адг).
Теперь сформулируем и докажем основной результат этого раздела.

Лемма. Пусть КФ удовлетворяет условиям А) —С). Тогда справед-
ливо равенство

(И)

Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи 6=l и 6>l. При
6=l можно выписать следующую цепочку (мы используем технику,
развитую в [3 ])

J li
СЦ(г) == ffljCLj,

i—i j—i

mj-fv-AX) : —<w+.<~.

J , n

ai(»)= niidi,
2=l j=l

n

JŠJ nij=J~,
j=i

n

S mj J~ - mn .
j=i

1 111
/г-f-l <^ ’ k'-\- 1

1 1 ли, и 1 1 , 11 — &<=: "+l,
L L 7 Ц j [Aj+l

n/ J l\ n J n
2jaA — ■ ) Jjj 2J am= 2J
j=1

' j+l
2=1 2=1 |=l

nII 1 \ nCt;( ) + 2J ai-
j=l

' M-i M-i+i ' j=l

J
J>J a;(i)<CC2.
i=l

■у _Oj_ (Сп +I ln Ц.l l. 6=l,
Ь‘ц‘-‘+ o(ц2-»), k>\

причем ck
n с\, п-+оо, k—\, 2,
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где (Здесь и далее над знаками равенств и не
равенств стоят номера используемых условий и соотношений).

Покажем обратное неравенство. Имеем

где сl j~*~cl
0 ,

п—у оо. Таким образом, при /г=l лемма доказана
Пусть теперь k~>\. Тогда учитывая неравенства

(12)
(13)

получим

Обратное неравенство показывается аналогично, применяя вместо (6)
и (13) соответственно неравенства (7) и (12).

Принимая во внимание, что /=[l/pi], приходим к равенствам (11).
Лемма Доказана.

2--= 2 .S a;/w<i;(i+i) aj—-
j=l г=l je=Nt\NUl i= l jeJV,yv,+l

(*+l) ih — h+l) == J>J (f+l)A (i+l)/i+i=
i= l i=l i=l

г=l г=2 г =2
n JA), 8) J J (4), (10)

~ JtJ a3~\~ Ii 1.4" J!j аДг)
j=l г=l г=l г==l

1 +с+ ~J~l =СУ+lп J,
2=l

71 J J

J£aj/nj= 2j JŽ 2Ji 2J «j =
j=l i=l j<BNt\NUi i= 1 j<=JV,\iV,+1

JLj fi+l) ili Hi+l
i= l i=l i=l

= д;<А—д; (й-I)^=—//.,.+ i;/i(
=

9)

i= l i=l j=l

J J
_ (5), (10) J

—JŽIj ct/(j) > Jžjl/i —c=c*+ln/,
г=l г=l г=l

(t+ l) ft ik^k{i+l) h- i
,

ik {i—\) \)b~\

ai/]i)= 2J aj/^žih {li-li+i) =

j=l i= l j&Nt\N t+i i—l

= hli J>J (i —l)h =

2=l 1=1
J (3), (13)

= £[ik
— {i—l)k ]li+{J+—\)hlj.

I=l

J (6) J (i_ IU-1
bJS ( i— 1 ) k - l li>kc£± tl C>
i=l i=l

ch
n

Jk~1 -\-0 (Jh~2).
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2. Аппроксимация интегральных экспонент при помощи КФ
Будем приближать интегральные экспоненты Ер , определяемые по фор-
муле [*]

(14)

последовательностью КФ (1), удовлетворяющих требованиям А) —С).
Положим дополнительно, что КФ точны для многочленов степени р —2,
г. е. имеет место условие

D)

Найдем асимптотическое разложение Ер . Применяя несколько раз
равенство [ 4 ]

получим цепочку равенств

(15)

Далее, используя известное разложение [ s ]

где у постоянная Эйлера, получаем для малых v

Подставляя значение Е 2 в (15), приходим к равенству

(16)

oo 1

£p(t) = /^£Ädv= /^P(=lM d,, P= 2. 3. .... т>o.
1 Vp J

aj^k
j ===^kTY '

к=o, *’ ''' ’ p ~~ 2 '
j=t

Е'р (т)= —£p-i(t), р= 2, 3

t

Ev (т) =Ep (0) / £p_i {x') dx'=Ep (0) - t£P-i (0) +
0

X x'

+JJ Ep-i{ t") dr" dx'= ... =

о 0

= E p(0)- т£Р_, (0) + ... + (-1) н (0) +

X X

+ (—1) р f■■. JE2 {x)dx .. .dx .
0 0 р-г

/

v-2

Е. (~Т/>1)
Чц=-Iпт-v+т f+t^T-

■• ■ (->0).

X

£2 (т) =£2 (0)+ J£'(т')oт'*=l+т(lпт \+y)+o{x 2 )
о

„i+и^
т т

+ ( —1) р /• • Jx[lnT+Y — l +0(t)] dt . . . dt=
J * v J

.°
y

°

, j>—2

P-2
P-i (—i w-m-i ( i) p г p-i -j

= S (;_, j(,
_!), 1 1" *-s t/i+Yj (yp) ■
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Обозначим

(17)

Раскладывая экспоненту в ряд, получим

где

В последнем равенстве обозначим s —т/ри- Тогда, учитывая резуль
тат леммы, имеем

(18)

причем

Сопоставим теперь асимптотические разложения Ер и Ер п
, опреде

ленные в (16) и (18) соответственно. Имеем

Принимая во внимание условие D), получим, что А п‘=\/(р /) и

En
v (x) =2J «j^“2 exp(—■r/\Lj), p—2, 3, ...; x^Ü.

j=i

En (т) = 2*№р~2 { 1—i+... (—!)?■ ~ ) +p Й J ' W . (p —2)l[xp/^
n (—l)?-1 / 1 T T 2 \

+ 2
(P—1)! T " '( ц*“‘ Ppp + P(P+l)pf+1 ~'"d

= S‘ (- |)Р
г тр-Лр (t),“ (i —l)! " (Р-1)!

i=\, 2, ..
. ,

p— 1,
j=i

Ар ('т'l = т fЪ I т2 у* I
n W Р Д+l ~ Ji»

+
(Р+l) (р+2) ~и*

■‘ У

*W=VNi|--{[i+°(i)-—K+o(i|]+

-'.Я, 10(111 -Ь
=-ln M- U _i~ +°(l) >+0(1) 2 _l " p p(p+ l)

Сп+o( 1) 1
г n, s3+

•-• r =—ln Vi+dP (s),p(p+l) (p+2) J n v '

dv (s)~*dV(s)=C‘--:°+°< 1 ) s+Д_+ o <‘) г CŠ +°C) 3+” 0 0 Р Р(Р+l) Р(Р+l)(Р+2)
при П-+оо.

£р (sp,) - Еп(sp.) = (spi) '<-■ [ -г-

-+Л~+ ( 5 1ч) г “‘ [ lns+ln pi —JS 1/i+Y—ln Ц1+
\r J •

i=l

dP
n

( s ) ]+o[(spi) p ].
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где

Теперь зафиксируем se (o,l] так, чтобы In s-fdn p (s) фO. На воз-
можность этого указывает тот факт, что функция ln s-j-d 0 P (s) суть ана-
литическая неравная тождественно нулю. Значит существует ар =
= const>o такая, что

Итак, справедлива
Теорема. Пусть КФ удовлетворяет условиям А) —D). Тогда справед-
лива оценка

где (.ii первый узел КФ, а функции Ер и Ер п определяются соответст-
венно равенствами (14) и (17).

Замечание. Проводя аналогичным образом аппроксимацию функ-
ции х 1Ер (т), 0, можно показать, что имеет место оценка

3. Обсуждение КФ

В этом разделе на примере некоторых КФ рассмотрим выполнение усло-
вий А) — D).

Прежде, чем проверить выполнение условий В) и С), отметим, что
эти условия не связаны между собой, а именно:
Утверждение 1. Существуют КФ, удовлетворяющие А) и Е), но не-
удовлетворяющие С).
Утверждение 2. Существуют КФ, удовлетворяющие А) и С), но не-
удовлетворяющие В).

В качестве доказательства приведем примеры таких формул. КФ,
узлы и веса которой есть

= /= 1,2, ..., п, 2,
удовлетворяет А) и В). Действительно,

и

Однако

при п 00. (Здесь и далее A|iij = |j,j+i pj, /=1,... ,п)
С другой стороны, КФ

Ep(s\ii) E n
p (S(i,i) -'|yf ( s^i) p“ 1 [lns+dP (s)] +o[(s[Al )p],

d
n

( s ) =d
n ( s ) +Y —IJ 1/t“� äP (s) +Y —2 1A

i=l г=l

|£p(S(.u)— (s(.u) J P iiP-\ n^no.

шах \Ер {т)Еп (т) I п^пo, ар= сonst>o,
o«£т«£оо р 1

шах \хI {Ер{т)En (t) [ l n^n'Q ,
al =const>o.

X у У У

1 l/a
clj= (ii (al —1) / (ii= (,i/+i

j=i
a~ 1

Iм+l<:а\и, I=l, 2, ..., n.

2J-aj A N i= (1 - 1/а) JjJ aj/m-j/a (1 l/a)n-+oo
j—i j=i

|Лl=l /п2
, СХl= 1,5//г2

, 1 )/п, Oj=l/п, j=2,3, , п



не удовлетворяет условию В), ибо jW(-ii==rt. Но

и

Утверждения 1 и 2 доказаны.
1) КФ средних прямоугольников:

ctj=l /п, |Tj= (/—l/2)/п, у = 1,2, п.

Выполнение А) и В) очевидно. Далее из равенства

следует С). Условие D) выполнимо для р^З.
2) КФ Гаусса, отображенные на [O, I]. Выполнение А) немедленно
следует из теоремы Чебышева—Маркова —Стильтьеза [ 6 ]. Условие В)
проверено в [3 ], аD) имеет место при Для проверки С) за-
метим, что веса КФ Гаусса можно представить в виде

(19)
где [ s]

(20)

Представление (19) можно получить, применяя к выражению для весов
КФ Гаусса асимптотическую формулу Дарбу для производных от мно-
гочленов Лежандра [6 ]. Теперь нетрудно доказать С). Из (19) (20)
следует, что

и отсюда

Обратное неравенство получается без труда.
3) КФ Кленшоу —Куртиса, отображенные на [O, I]. Известно, [ 7 ], что
узлы и веса этих КФ имеют вид

(Здесь 2" означает, что первый и последний член взяты с коэффициен-
том 0,5).

В [ B ] доказано, что

откуда следует выполнение А) и С). Выполнение В) очевидно, а D)

256

/—1 i 1,5 , /—1 /

ш— < 2j су=—« <—=^+1n . n 2 n nJ=l

J_ajA|iL= t _
~ 1 <g

j=i HJM-j+i j=2 /(/ —1)

i aj - > =i (У-1/2Й/+l/2Г

aj— (я/2я) sinoj+O(l//z2), /=l, 2,

0j =i+vr ,1+ (Bn2) ~' ctg ' Я+l/2

ii 14+ 1/«], /=l, 2, .. ~
n

2J «j(l-17 1 m-tJJ < ( c/n) Jj WinJet
j=i - j=i

fXj=siri 2 (nj/2n), j— 1,2, n, n четное.

cij= (2//г) (1 —4i:2 )~I cos (2nij/n), /=l, 2, n —l
г'=o

а п =0,5/ ( n2 —1).

«j= (jx/2n) sin (я//Аг)+o(п- 4 5Ш“2 (,я///г) ), /=l, 2, я— l
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справедливо для p^n-\- 2, что следует из построения КФ Кленшоу—
Куртиса.
4) Составная КФ- Разделим отрезок [-0, 1] на m-fl отрезков точками

o<аo< <
...

<a m+i =l.
Применяя на каждом отрезке [ад aj+l], j=o, 1, ... ,пгКФ с узлами
li (0, 1] и весами сог>o, /—l, 2, .. .

, /г. получим узлы и веса
сс й ,

k—\, 2, ..., (m-(-1 )/г новой КФ, а именно [ 3 ]:

(21)

Предположив, что со*, 1=К 2,
,

п удовлетворяют требованиям
А)— D), можно показать, что и КФ с узлами и весами (21) удовлетво-
ряет этим условиям.
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А. MARSАК

ÜKS INTEGRAALSETE EKSPONENTIDE К VADRAIUURVALEMUEGA
LÄHENDAMISE VEAHINNANG

Käesolevas töös on tuletatud vasakpoolne integraalsete eksponentide kvadratuurvale-
mitega lähendamise veahinnang. Tõestatakse, et integraalset eksponenti E p ei saa lähen-
dada ühtlases meetrikas paremini kui constpi p_l , kus pi on esimene sõlm kvadratuur-
valemis, mis rahuldab tingimusi A) —D). On kontrollitud nende tingimuste täidetust
mõningate (lavaliselt kasutatavate) kvadratuurvalemite jaoks.

,4. MARSHАК
AN ESTIMATE OF THE APPROXIMATION ACCURACY OF THE INTEGRAL

EXPONENTS BY QUADRATURE RULES
In the present paper the left-hand estimate of the approximation accuracy of the
integral exponents E p ,

p>\ by quadraturc niies is deduced for a wide*class of quadra-
ture rules. This estimate connects the accuracy of the approximation of E p with the
first point of quadrature ruie and permils to prove the nonirnprovement of the
estimates of the convergence rate of soine methods for solving the transport cquation
(for example, the discrete ordinates method).

The plan of this paper isas follows; in section 1 the asymptotic equality for
П

X aj/pK, k—\, 2, ...; n=l, 2, ... is derived. Неге aj =a/ n)^2; o, pj =р/">е [o,l], / =

i i
= 1, ..., n are quadrature weights and points. In section 2 it is proved that one cannot
approximate the integral exponents E p , p> 1 by the quadrature ruie better than Pi p_l ,

where piis the first point of quadrature ruie that satisfies sorae of natural conditions.
These conditions are discussed in the third section.

Г pijn+г А CLj — CLj+l CLj,
lajn+i = coiAa,f, /=O, 1, ..., m, t=l, 2, ..., n.
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