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1. Пусть F поле R или С и Л топологическая F-алгебра, т. е. такое
линейное топологическое пространство над F, которое является ассоциа-
тивной алгеброй относительно определенного на А умножения элемен-
тов, и в котором умножение элементов (как билинейное отображение
ЛXЛ в Л) раздельно непрерывно. В частности, когда умножение элемен-
тов непрерывно в совокупности, Л называется топологической F-алгеб-
рой с непрерывным умножением. При этом Л называется локально вы-
пуклой ( локально ограниченной, локально псевдовыпуклой и т. д.)
F-алгеброй, если она (как линейное топологическое пространство)
локально выпукла (соответственно локально ограничена, локально псев-
довыпукла * и т. д.).

Пусть теперь Л топологическая F-алгебра с единицей (здесь и
всюду в дальнейшем через е А будем обозначать единицу вЛ) и IпуЛ

множество всех обратимых элементов в Л. Если в Л существует
окрестность единицы, все элементы которой обратимы в Л, и обращение
в Л (как отображение IпуЛ в IпуЛ) непрерывно в точке е А, то Л назы-
вается топологической F-алгеброй с непрерывным обратным. Известно
(см., иапр., [*], с. 205), что при топологической F-алгебре Л с непрерыв-
ным обратным множество IпуЛ открыто в топологии алгебры Л и опе-
рация а->п -1 непрерывна на IпуЛ.

Рассмотрим теперь случай, когда Л является локально выпуклой
F-алгеброй. Пусть (ря • ieA} система полунорм на Л, определяющая
ее топологию. Если все полунормы ря на Л удовлетворяют условию
px{ab) рх{Ь) при всех а, b Л, то Л называется локально m-вы-
пуклой F-алгеброй, а если для каждых ,IеА и а0 <= А существуют
положительные числа Мх {а0 ) и Nx {a 0) такие, что рх {аoа) к (а o)рх {а)
и рх {ааo) Q ) р х {а) при всех йёЛ, то Л называется поглощенно
выпуклой или А-выпуклой F-алгеброй. Таким образом, локально т-вы-
пуклые F-алгебры поглощенно выпуклы, но существуют поглощенно
выпуклые F-алгебры, которые не являются локально m-выпуклыми (см.
[2 ], с. 20 и [ 3 ], с. 155). Кроме того, в [3 ] на с. 154 и в [ 4 ] на с. 87 при-
ведены примеры таких локально т-выпуклых F-алгебр с единицей и в
[4] на С- gy таких полных метризуемых локально выпуклых F-алгебр
с единицей, в которых множество InуЛ не является открытым- Учитывая

* Линейное топологическое пространство называется локально псевдовыпуклым,
если оно имеет базу окрестностей нуля, состоящую из псевдовыпуклых подмножеств ,

те. подмножеств и, удовлетворяющих следующим условиям: при некото-
ром числе Я>o и при всех р с Нетрудно заметить, что каждое ло-
кально выпуклое и каждое локально ограниченное пространство локально псездовы-
пукло.

1 ENSV TA Toimetised. F*M 3 1985 237



238

в добавок и то, что поглощенно выпуклые F-алгебры не всегда метрй-
зуемы и полны, а полные метризуемые локально выпуклые F-алгебры
не всегда поглощенно выпуклы, становится очевидным, что поглощенно
выпуклые F-алгебры с единицей, полные метризуемые локально выпук-
лые F-алгебры с единицей и локально псевдовыпуклые F-алгебры с не-
прерывным обратным образуют различные классы топологических
F-алгебр.

Топологическая F-алгебра В называется (см. i[s ]) топологической
модуль-алгеброй относительно А или, коротко, топологической {A, F)-ал-
геброй, если

а) А есть топологическая F-алгебра,
б) В есть А-бимодуль,
в) модульные умножения в В (т. е. отображений {a, b)-*-ab и

( b
, а)-+Ъа произведений ЛХЛ вБ и В\А вВ) раздельно непрерывны и
г) справедливы а{Ьф2 ) = {abi)b2, {b 1 b2 )a=b l {b 2a) и (b xa)b 2—

=b\ (ab 2) при всех а е А и Ь\, Ь 2 е В.
Кроме того, если А имеет единицу, то eA b =b =beA для всех

b В, а если В имеет единицу, то ева=аев для всех аеА Топологиче-
ская (Л, Р)-алгебра называется топологической (Л, F) -алгеброй с не-
прерывными модульными умножениями, если модульные умножения в
В непрерывны в совокупности.

2. Пусть Л отделимая топологическая F-алгебра, В топологиче-
ская (Л, F) -алгебра, horn(В, Л) множество всех нетривиальных непре-
рывных Л-гомоморфизмов В на Л (т. е. гомоморфизмов Ф алгебры В
на Л, удовлетворяющих условиям Ф{аЬ) =аф{Ь) и Ф{Ьа) =Ф{Ь)а при
всех аеЛ и b В) и horn jB= hom(B, F). Множество hom {В, А) наде-
лим топологией, в которой предбазу окрестностей гомоморфизма
Ф.0 е horn {В, А) образуют множества

{Ф е hom {В, А) ; Ф(Ь) —ФO (Ь) е О},

где b е В и О есть окрестность нуля в Л.
Пусть теперь В такая топологическая (Л, F) -алгебра, которая

содержит F-подалгебру Z, множество hom Z которой непусто (в [ 3 > 4 - 6 ]

приведены примеры топологических F-алгебр Л, множество hom Л кото-
рых пусто) и удовлетворяет условиям

(а) A-подмодуль, порожденный F-подалгеброй Z, всюду плотен
в В и

(б) для каждого ф hom Z существует ФФ hom {В, А) такой, что
Фф(й2) = ф ф (га) —ац> (z) при всех а е Л и z е Z.

Нетрудно заметить, что условие (б) является равносильным усло-
вию

(б’) для каждого <р е hom Z существует Фф е hom (Б, Л) такой, что
ф ф (2)l=е Лф(г) при всех 2eZ,
если Л имеет единицу. По условию (а) каждый ф е hom Z определяет
гомоморфизм Фф единственным образом (ввиду отделимости топологии
алгебры Л). Учитывая это, для каждого фиксированного элемента bе В
иижоlгои& л (ф) =Фф (Ь) при всех ф е hom Z и Л{Ь)=Ь". Тогда Ь" ото-
бражает hom Z в А, а Л отображает В в AhomZ .

Левый (правый и двусторонний) идеал 3 топологической (Л, F)-ал-
гебры В, удовлетворяющей условиям (а) и (б), будем называть фикси-
рованным, если существует ф е hom Z (по условию (б) и Фф е
ё hom {В, Л)) такой, что множество Фф (3) принадлежит некоторому
левому (соответственно правому и двустороннему) идеалу в Л. Идеалы
в В, не являющиеся фиксированными, будем называть свободными.

В данной статье дается описание всех фиксированных регулярных



максимальных идеалов (в частности, замкнутых максимальных и тех
максимальных идеалов, коразмерность которых равна единице) в топо-
логических модуль-алгебрах, и определяются классы топологических
модуль-алгебр, в которых фиксированы

а) все замкнутые регулярные максимальные идеалы коразмерности
один,

б) все замкнутые максимальные идеалы и
г) все идеалы.

§ 1. Описание фиксированных регулярных максимальных идеалов

Пусть А топологическая F-алгебра, ЭЯ/(Л) и ЭЯГ (Л) множества всех
регулярных максимальных (соответственно левых и правых) идеалов в
А, ЭЯ/(Л) подмножество тех идеалов в ЭЯ(Л)= ЭЯ/(Л) ПЭЯ Г(Л), кораз-
мерность которых равна единице, ЭЯас (Л) с ft=/, г, 1 и ЭЯ С (Л) под-
множества замкнутых идеалов в ЭЯй(Л) и ЭЯ (Л) соответственно. Пусть
далее %h{A) (sьс (Л)) с k— l, г, 1 подмножество фиксированных (со-
ответственно замкнутых фиксированных) идеалов в 9Яй(Л) и, кроме
того, Э(Л) =3?(Л) П Sr (Л) и &с(Л) =5/с (Л)П §гс(Л).

Следующая теорема дает описание фиксированных регулярных мак-
симальных идеалов в топологических модуль-алгебрах.
Теорема 1. Пусть А отделимая топологическая F-алгебра и В
топологическая (Л, F) -алгебра, содержащая F-подалгебру Z, множество
horn Z которой непусто. Если выполнены условия (а) и (б), то каждый
идеал ЛО е g/(£) определяет cp horn Z и Me ЭЯ/(Л) такие, что
ЛС = Фф_1 (М) и отображение (М, <р)—Крф-1 (М) является биекцией
3ft/(A)XhomZ на oч{В).

Аналогичные описания имеют место и для множеств %h{B), sSc{B) и
%{В), где k= c, г, 1 и s= l, г, 1.
Доказательство, а) Пусть Ж eg/(B) и Ь 0 правая единица по
идеалу Ж Тогда по условию (б) существует гомоморфизм Фф е
ehom(B, Л) при некотором ф е horn Z такой, что ФФ (ЛС) принадлежит
некоторый левый идеал в Л. Поэтому М= ФФ (М) образует в Л регуляр-
ный левый идеал и неФф (& 0 ) является правой единицей по идеалу М.

Пусть теперь / любой левый идеал вЛ, содержащий М. Тогда и
есть правая единица ипо идеалу /. Поэтому иф! и Ф<(~1 {I) ФВ (если
это не так, то «еФф[Ф ф-‘(/)]=/), Значит, ФФ

-1 (/) есть регулярный
левый идеал в В, содержащий Ж. В силу этого, /=М. Следовательно,
МЕЕ ЭЯ/ (Л) и Ж= Фф-1 (М).

Предположим, что кроме гомоморфизма ф существует еще гомомор-
физм ф' е horn Z отличный от ф такой, что Фф'(Л6)се Е для некоторого
левого идеала ЕаА. Тогда ay'{z0 ) =ффДа20 )е/' для каждого аеЛ
и20 е ker ф\кег <р', ибо azo е кег Фф и кег ФфСщФдГ 1(М) =Ж. Кроме того,
м/ =фф'(00) есть правая единица по идеалу Е. Поскольку ф'(2:o то
из и'ф'(2 o)е Е следует и' еЕ, что не возможно. Значит, каждый идеал

определяет единственным образом гомоморфизм ф е hom Z
такой, что ЛС=Фф

- I [Ф ф ].

Пусть теперь ф е horn Z, МеЭЯ/(Л) и и правая единица по
идеалу М. Тогда по условию (б) существует Фф е horn {В, А). Пусть

Х=Ф Ч
' 1 иЬо е В такой, что ы=Фф (6 0 ). Тогда ЖфВ (в против-

ном случае меФф^ф" что не возможно). Поэтому Ж обра-

зует в h регулярный левый идеал, и Ь 0 есть правая единица по идеалу ЛС.

Пусть С любой регулярный левый идеал вВ, содержащий X. Если
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Фф (С) =А, то и= Фф (Ь г) для некоторого элемента 6'еС, в силу чегб
Фф (6 ЬЬ')<=М. Поэтому из b
=(b bb') фЬЬ' е £ при всех bgeВ, но это не возможно. Таким обра-
зом, Ф ф (£)=ХЛ. Учитывая это, Фф (£) образует в А регулярный левый
идеал и содержит М. Следовательно, Фф(£)=М ввиду максимальности
идеала М и £=ЛК Итак, JL <= Ш[{В) и Фф (ЛС) —М. Значит, JC е {В) .

Пусть далее 7=9% (Л) Xhom Z. Чтобы показать инъективность ото-
бражения {М, ср)^-Ф ф

“ 1 {М) предположим, что (М, ф), и
(М, ф) Ф (М\ ф'). Тогда, либо МфМ', либо Если МфМ', то
za е Фф”1 (М)\Ф ф

“ 1 (М') при а е М\М' иге Z\(ker ф U ker ф') незави-
симо от того, равны ф и ср' или нет. Кроме того, если ц>Фц>', то

(см. [ 7 ], с. 321). Поэтому az е Фф-1 (МДФгр -1 {М') при
и г е кег ф\кег ф', независимо от того, совпадают

идеалы М и М' или нет. Таким образом,, из (М, ф) Ф {М', ф') следует
Фф- 1 (М) фФгр- 1(М г ). Значит, отображение (М, ф)->Фф-1 (М) является
биекцией Y на

б) Пусть Лб е%ic{B) . Тогда по вышедоказанному, существуют фЕ
е horn Z и МеШl/(Л) такие, что ЛС^Фф” 1 {М) . Чтобы показать замкну-
тость идеала М, берем любой элемент а0 из замыкания идеала М. Тогда
найдется сеть (ф). . dM,которая сходится к а O . Пусть далее г 0' А
любой фиксированный элемент в Z\ker ф. Тогда из фф(гo ) е М при всех
IеА следует, что (фго) В силу непрерывности отображения

А (ЕЕ А
a-+az 0 из сходимости сети (а>.) к а0 следует сходимость сети

А Е А
( еЛ к а °г° и сп Р авеДливo Л€ ввиду замкнутости идеала ЛС.
Поэтому из а oф(г0) =ФФ (а 0г 0 ) е М следует, что а0 еМ, в силу
чего, М^Ш/С (А). Кроме того, идеал Фф-1 (.М) является замкнутым в
В при всех ф е horn Z и тИеЗТбДЛ) (ввиду непрерывности гомомор-
физма Фф). Таким образом, (М, ф)-^Фф

-1 (М) отображает 9К/с(Л)Х
Xhom Z взаимно однозначно на sic {B).

в) Пусть Л£ е {В) . Тогда (опять по вышедоказанному) идеал
ЛС=Фф_l (.М) при некоторых ф е horn Z и Меl(/1). Пусть яв(ял)
естественный гомоморфизм В на B/JL (соответственно А на А/М) и
о : — отображение, определяемое равенством са[яв(6)] =
=яа[Фф (&) ] при всех b В. Тогда из b' —bе JL при всех Ь' е кв{Ь)
следует, что яа[Фф {Ь') ]=ял[Фф (Ь) ] при всех &'еяв(o). Поэтому
отображение со определено корректно. Нетрудно проверить, что со явля-
ется изоморфизмом В/ JL на А/М. В силу этого коразмерности идеалов
JL \\ М одновременно либо равны единице, либо нет. Таким образом, из
Же Si {В) следует ЛГеЗОД(Л) и из М(= 90Д(Л) следует JGegi (В).
Поэтому отображение (М, ф)-о-Фф

” 1 [М) взаимно однозначно отобра-
жает 3J4 (Л) Xhom Z на gi {В) и (Zl ) Xhom Z на Sic{B).

Доказательство для остальных случаев проводится аналогично.

§ 2. Топологические модуль-алгебры, в которых нет свободных
замкнутых максимальных идеалов коразмерности один

В предыдущем параграфе дано описание фиксированных регулярных
максимальных идеалов в топологических модуль-алгебрах. Возникает
вопрос, в каких топологических модуль-алгебрах пет свободных макси-
мальных идеалов? Следующая теорема дает ответ на этот вопрос в слу-
чае замкнутых максимальных идеалов, коразмерность которых равна
единице.
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Теорема 2. Пусть А отделимая топологическая F-алгебра, множе-
ство SoZic(j4) которой непусто **, и В — такая топологическая (Л,Р)-
алгебра, которая содержит F-подалгебру Z, множество horn Z которой
непусто. Если выполнены условия (а), (б) и

в) az=za при всех аеЛ и z<= Z,
то 2MB)=Sic(s).
Доказательство. Пусть ЛбеЯЯ 1с (Б). Тогда для некото-
рого гомоморфизма Д'еЬош В. По условию (а) существуют теперь элемен-
ты аO еЛ и z 0 gZ такие, что у= гЕ (oqZ 0 ) фО. Если это не так, то W {Ь) =0
при всех Ъ из Л-подмодуля B z в В, порожденного F-подалгеброй Z.
Поэтому по условию (а) было бы гЕ (Ь) =0 на В.

Пусть ф =Ar \Z и %{а) =у-IгЕ (аoаг o) для всех йеА Тогда
по условию (в) справедливо

'Е {a0az o) =¥[ (aoazo ) a 0z o]у- 1 = у~ IЧЕ [ (a ozoa) a 0z 0\ =гЕ ( aa oz o)

при всех аеА Поэтому при всех йе/1 имеет место равенство

{cLoazo) =гЕ {aaozo ) . (1)
Если а х еА и eZ суть такие, что yi = 1F(a 12 1 ) ФO, то по равенству
(1) и условию (в) имеем

Ч г (аoа2o ) yi =Tr [ (aoa2o )ai3i] ='F[ (aozoa) fliZi] =\W (aa xz x ) =y'E {a xaz x),

откуда вытекает равенство
у“ IлЕ {aoaz o) (yi)” (aiflZi).

Таким образом, отображение х не зависит от выбора элементов а0 н z 0
и поэтому оно определено корректно.

Нетрудно заметить, что ф есть непрерывный гомоморфизм Z на F, а
X непрерывное линейное отображение А на F. Кроме того,

X ( а1аг) =y~W[a 0ala24f [{a oala2Zo)aoZo] =

=у-&¥ [ {aoUiZo) {a2aoz o )] = % (ai) у- ( a2a0z0 ) =х ( ai) X ( аг)

при всех а ь а2 е А но условию (в) и равенству (1). Поэтому х есть не-
прерывный F-гомоморфизм А на F. Поскольку

гЕ (az) =у_IхЕ[ (aozo )az\ =у_11Е[ {aoazo )z\ =х(а)ф(2: )

при всех öEj4 и zgZ по условию (в), то из х(ао)ф(го)=у следует,
что гомоморфизмы хи ф нетривиальны. Следовательно, е horn А и
Ф е hom Z. (В частности, когда алгебра В имеет единицу, доказатель-
ство можно несколько упростить, так как отображение определяемое
равенством хха)( а ) =^Е (аев ) при всех является непрерывным
F-гомоморфизмом на А и справедливо W(az) =х(а)ф(г) при всех
йёУl и ге Z не зависимо от того, выполнено условие (в) или нет.
Таким образом, если алгебра В имеет единицу, то условие (в) является
лишним).

Пусть теперь b любой элемент в B z . Тогда b = a x zx + anzn
для некоторых пе N, а х , ... , й п е/1 и z x , ... , z n еZ. Пусть далее
Фф еlют(s, А) гомоморфизм, определенный гомоморфизмом ф по
условию (б). Так как

У{Ь) = ал)ф(гл)=х( -ŽJ öft<p(2fe)) =х в ФФ (Ь), .
k=l h= l

** Существуют топологические F-алгебры, в которых нет замкнутых максимальных
идеалов (см. [ 4 ], с. 125 или [ 3 ], с. 146).
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то отображения Т и х°Фф совпадают на В по условию (а). В силу
этого, Фф(ЛС) czker х- Следовательно, Ж е % Хс {В).
Замечание. В доказательстве теоремы 2 показано, что каждый
Те hom В определяет х hom Аи ф е hom Z такие, что Ч/ =х о(l)

ф-
Кроме того, х° Фф с= Нот В при всех х е кот А и ф е hom Z. Далее
из (а2 )^Х,o Фф'(а2 ) ПР И
е кет х\кег уб и ге Z \(кег ф U кег ф') (соответственно при ag А \

\(кег х U кег х') иге к£гф\кегф'). Поэтому из х 0 Фф=у! ° Фф ' следуют
Х=х

/ и Ф=фН Таким образом, справедлива
Теорема 3. Пусть алгебры А, В и Z суть такие, как в теореме 2. Если
выполнены условия (а), (б) и (в), то каждый Те hom В определяет
X е hom Л и ф g hom Z такие, что Ч'=х°Фф и отображение (х. ф)
->Х ° Фф является биекцией hom ЛХНот Z на Нот В.

В случае, когда А в. В имеют единицу, теорема 3 известна (см. [ B ]).

В этом случае условие (в) в теореме 3 является лишним.

§ 3, Топологические модуль-алгебры с единицей, в которых нет
свободных замкнутых максимальных идеалов i

Пусть А топологическая F-алгебра, С (Л) ее центр, $£(Л) мно-
жество всех ее примитивных идеалов (т. е. двусторонних идеалов в виде
{а е А : аА <= М) и {а еЛ ;Aa е М'}, где М и М' <=УЯГ {А),
а С (Л) подмножество замкнутых идеалов в SР(Л). Тогда фактор-
алгебра А/P по идеалу примитивна (см. [9 ], с. 136) иее
центр (ЦЛ/Р) есть поле по лемме Шура (см. [ lo ], теорема 1.М.). Таким
образом, С(Л/Р) (в зависимости от топологии алгебры А) может быть
топологически изоморфным полю F или нет.

Чтобы выделить классы топологических (A, F) -алгебр с единицей, в
которых нет свободных замкнутых максимальных идеалов, нужна
Теорема 4. Пусть А отделимая топологическая F-алгебра с еди-
ницей, В топологическая (А, Г)-алгебра с единицей ев и Z под-
алгебра центра С(Р), содержащая ев . Если выполнены условия (а), (б’)
(множество hom Z непусто по условию (г) (см. доказательство теоре-
мы) ) и

(г) для каждого ФефЧ(Р) поле С(Р/Ф) является топологически
изоморфным полю F,
то В не содержит свободных замкнутых максимальных идеалов.
Доказательство. Пусть Же Щс (В) и (Р== {Ь <= В : ЬВ <= 36}. Тогда
Те с̂ (Р). Поэтому по условию (г) поля С(Б/(Г) и F топологически
изоморфны. Этот изоморфизм обозначим через т. Пусть далее х —г есте-
ственный гомоморфизм В на Р/Ф, х'=х| х-1 (С(Р/Ф)) и cp=(t°x')|Z.
Тогда ep е hom Z. Поэтому по условию (б’) существует Фф е hom(P, А)
такой, что Фф (г) =еАф(г) для всех zgZ, При этом

ker Фф =сlв (Д ker ф), (2)
где c\B D обозначает замыкание подмножества Dczß в топологии
алгебры В и

П
Д кегф={ N; аи ..., ап еА и Zi, ...; 2„gZ},

k=i

Чтобы показать это, берем любой элемент b<е ker Фф и любую окрест-
ность нуля О в В. Тогда O'i + OjczO при некоторой закругленной окрест-
ности нуля 0\ вВ и (ввиду непрерывности отображения а-+аев ) спра-
ведливо Veß <=O x при некоторой окрестности нуля У в Л- По условию
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(б’) гомоморфизм Фф непрерывен. Поэтому в В существует окрестность
02 такая, что Фф (0 2 Кроме того, по условию (а) существуют число
п<= N и элементы а ь ... ,ап е/1 и zl} .. ■, zn ge Z такие, что

П

с= ahZh —bе О у П 02 .
h~l

Положим Wk=Zk y{Zh)eB при всех k=l, ,п и d=a l wl -\- ... -(-
- \-an wn . Тогда d<= А кет ф и

d—b =c Фф (с)£? в <= Oi П 02 — VeB ez. Oi-f-Oiizš О.
Поэтому b е /С=сlв(Л кегф). Следовательно, кег Ф Кроме того,
справедливо включение Лкегф|ЬкегФф по условию (б’) . Так как мно-
жество кег Фф замкнуто в В, то справедливо и включение /feker Фф.
Таким образом, показана справедливость равенства (2). Учитывая ра-
венство (2), нетрудно заметить, что кег Ф (ибо кег фС=(Г& J6 ).

Пусть теперь М=ФФ(Лб). Тогда МфА (если это не так, то е А = Фф (6)
при некотором b в силу чего было бы справедливо ев '=

=Ь {Ь ев )еЛб, ввиду включения кег Ф Поэтому М образует
в А левый идеал.

Пусть далее 1 любой левый идеал в А, содержащий М. Тогда
Фф-1 (/) образует в В левый идеал, содержащий Л. Поэтому Фф-1 (/) —Ж
ввиду максимальности идеала Тб, и справедливо I=М. Таким образом,
М является максимальным левым идеалом в А■ Чтобы показать его
замкнутость, берем любой элемент а0 из замыкания идеала М. Тогда в
М существует сеть (ф.)

. ~ сходящаяся к а O . Так как отображение
Л ЕЕ А

а-+ева непрерывно для каждого йеЛ и евФ,еТб при всех X А, то
(ввиду замкнутости идеала JL) сеть {ева%) сходится к

АеЛ
eBaO GJС. Следовательно, элемент аo =Фф (е ва0 ) еМ. В силу этого,
М^ШIС {А) и справедливо

Доказательство для правых и двусторонних идеалов проводится ана-
логично.

Оказывается, что во многих более изученных классах топологических
С-алгебр условие (г) теоремы 4 выполнено. Действительно, справед-
лива
Теорема 5. Пусть А отделимая топологическая С-алгебра с еди-
ницей, В одна из ■ следующих топологических С-алгебр

а) отделимая локально псевдовыпуклая {А, С)-алгебра с непрерыв-
ным обратным,

б) отделимая поглощенно выпуклая [А, С)-алгебра с единицей
или

в) полная метризуемая локально выпуклая {А, С)-алгебра с едини-
цей, a Z F -подалгебра центра С (В), содержащая единицу алгебры В.
Если выполнены условия (а) и (б’), то В не содержит свободных замк-
нутых максимальных идеалов.
Доказательство. Учитывая теорему 4, достаточно показать только
выполнение условия (г).

а) Пусть алгебра В обладает свойством а) теоремы 5 и Те с̂ (£).

Тогда факторалгебра Б/Т по идеалу Т есть отделимая локально псевдо-
выпуклая С-алгебра с непрерывным обратным (так как факторалгебра
локально псевдовыпуклой С-алгебры по двустороннему замкнутому
идеалу локально псевдовыпукла и является отделимой топологической
С-алгеброй с непрерывным обратным (см. [ п ], с. 52))- Поэтому обра-
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щение в Б/Т непрерывно. Так как Inv (£(Б/(Г).= Iтг(Б/(Г)П С(Б/(Г), то
множество Inv С l{В/$) открыто в С (Б/.(Г) и обращение в С(Б/Т)
непрерывно. Следовательно, С(Б/Р) есть отделимое локально псевдо-
выпуклое поле над С с непрерывным обратным и поэтому является то-
тологически изоморфным полю С (см [ l2 ], с 153).

б) Пусть алгебра В обладает свойством б) теоремы 5 и {рр : (3 еВ}
система непрерывных полунорм на В, определяющая ее топологию.

Пусть далее Т еТС(Б), л; обозначает естественный гомоморфизм Вна
Б/Т и пусть

<7з(я(6))=шl {Рр(Ь') :&'ея(&)}

для всех РеВ и Ьее В. Тогда система полунорм (<7р : (3 е В} опреде-
ляет на Б/Т локально выпуклую топологию. Нетрудно заметить, что эта
топология на В поглощенно выпукла. Поэтому центр (ЦБ/Т) есть отде-
лимое поглощенно выпуклое поле над С с единицей, в силу чего, поля
С(Б/Т) и С топологически изоморфны (см. [ l3 ], с. 474).

в) Пусть в заключение алгебра Б обладает свойством в) теоремы 5
и if е|с (В). Тогда факторалгебра Б/Т по идеалу Т является полной
метризуемой локально выпуклой С-алгеброй с единицей. Поскольку
центр топологической алгебры замкнут, то С(Б/Т) есть полное метри-
зуемое локально выпуклое поле над С с единицей. Таким образом, поля
(S(Б/Т) и С топологически изоморфны (см. [ 4 ], с. 86).
Замечание. Как отмечено выше, каждая локально выпуклая С-ал-
гебра и каждая локально ограниченная С-алгебра локально псевдовы-
пуклы, причем обращение в отделимой полной локально ограниченной
С-алгебре с единицей А непрерывно и множество Inv Л открыто (см. [ 4 ],
с. 17—18). Поэтому отделимые полные локально ограниченные С-алгеб-
ры являются отделимыми локально псевдовыпуклыми С-алгебрами с не-
прерывным обратным- Кроме того, каждая отделимая локально т-вы-
пуклая С-алгебра (в частности, нормированная в банахова С-алгебра)
поглощенно выпукла. Таким образом, по теореме 5 отделимые полные
локально ограниченные (Л, С)-алгебры с единицей, отделимые локально
выпуклые (Л, С)-алгебры с непрерывным обратным и отделимые ло-
кально m-выпуклые (Л, С)-алгебры (в частности, нормированные и ба-
наховы (Л, С)-алгебры) с единицей не содержат свободных замкнутых
максимальных идеалов, если алгебры Л и Z суть такие же как в тео-
реме 5 и выполнены условия (а) и (б’). При этом естественно, что выше-
описанные ограничения относительно алгебры В влекут за собой и свои
дополнительные ограничения относительно алгебры Л.

§ 4. Топологические модуль-алгебры с единицей, в которых нет
свободных идеалов

Пусть Л топологическая F-алгебра с единицей, а Inv/Л и Inv,- Л
множества всех элементов алгебры Л, имеющих, соответственно, левый
обратный и правый обратный. Пусть далее X топологическое прост-
ранство и С{Х,А) F-алгебра (относительно поточечных алгебраиче-
ских операций) всех Л-значных непрерывных отображений на X, наде-
ленная топологией равномерной сходимости. Нетрудно заметить, что
отображение е с е{х)=еА является единицей алгебры С{Х,А).

Следующая теорема определяет класс топологических модуль-алгебр
с единицей, все идеалы которых фиксированы.
Теорема 6- Пусть А отделимая топологическая F-алгебра с непре-
рывным обратным и В топологическая (А, Г)-алгебра с единицей ев,



245

содержащая F-подалгебру Z такую, что ев е Z и пространство horn Z
непусто и компактно. Если выполнены условия (а), (б’),

(д) Л{В) является всюду плотным в С (horn Z, А) и

(е) из b <= В и b" е С (horn Z , InvuA) следует b е В при k= l, г,
то все идеалы в В фиксированы.
Доказательство. Пусть 5 любой левый идеал в В. Если 3 сво-
боден, то для каждого ф е horn Z существует такой, что
(6ф) А (ф) е InviÄ. Поскольку А есть топологическая F-алгебра с непре-
рывным обратным, то множество Inv/Л открыто в Л и левостороннее
обращение является непрерывным отображением InviA в IтуЛ
(см. f l ], с. 205)- Кроме того, отображения (0 Ф )

Л непрерывны на homZ
для каждого b е В по условию (д). Поэтому для каждого ф g Нош Z
существует окрестность О ф такая, что (Ь ф )

А (ip) е Inv; Л при всех
г|з е Оф . Ввиду регулярности пространства Нош Z, существуют такие от-
крытые окрестности £/

Ф , что ф е Пф с:сlьот2^ФсЕ0 ф . Таким образом, мно-
жества [/

ф сфе Нош Z образуют открытое покрытие компактного про-
странства Нош Z. Следовательно, найдется конечное число множеств
С/ф(1) ,

.. • , П’р(п), которые покрывают Нош Z. Теперь существует разбие-
ние единицы ai, ...

, а п е С (Нош Z, [O, 1]), определяемое множествами
£/ф (1), ..•

, Пф( П) (см. if I ], с. 260), причем аь(ф)=o при ф и
«1 (ф) ~г • • • +«п (ф) = 1 на Нош Z.

Пусть gh отображения Нош Zв Л такие, что

а/ \ Гah (ф) )-1 ПР И ф s clhom Z Uq>(h)
bh fp lOa при фehomZ\Пф( ft)

для всех k=\, ... ,п, где 0л нулевой элемент вЛ. Поскольку лево-
сторонее обращение в Л непрерывно и £Т(ф)=oл на (clhomzfAp(ft))\
\U<p(h), то gh е C(hom Z, Л) при всех k (см.'[ 14 ], с. 26) и справедливо

Inv/ С (Нош Z, Л) = С (Нош Z, Iпу;Л).
Как отмечено выше, множество Inv/Л открыто в Л. Поэтому множество
W= Inv; С (Нош Z, Л) открыто в С (Нош Z, Л), в силу чего, W есть окрест-
ность единицы е в С (Нош Z, Л).

Пусть теперь W=eA~o для некоторой окрестности нуля О в
С (horn Z, Л), а Оь .. • , О п,

U\, ... ,Un окрестности нуля в
C(homZ, А) такие, что Oj-(- ... -f-On c:o и Uk (6 Ф(Ь)) *cz Ok при всех k.
Тогда по условию (д) для каждого k существует элемент bh е В такой,
что ( bh )

А
— gh^Uk . Положив с=ЬI Ьф ( l)+ •..+ЬпЬ ф(п), заметим, что

сё! и справедливо

=2[(М * gft] *

+ gft (&Ф(Ь>) *е №.
ft=l ft=l

Но это не возможно по условию (е). Таким образом, В не содержит сво-
бодных идеалов, если она удовлетворяет условиям (а), (б’), (д) и (е).

Доказательство для правых идеалов, проводится аналогично.
Замечание. Оказывается, что условие (е) теоремы 6 выполнено, если

1) Л является биекцией Бна С (horn Z, Л),
2) В есть отделимая локально псевдовыпуклая (Л, С)-алгебра с не-

прерывным обратным и
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3) В есть отделимая полная локально m-выпуклая коммутативная
(Л, С)-алгебра с единицей.

В самом деле, из утверждения 1) непосредственно следует выпол-
нение условия (е)- Кроме того, если выполнены утверждения 2) или 3) и
&

A eC(homZ, Iпу/г Л), то У (ср) ф U{M :М «= при всех ере

е horn Z, где k=l,r. Поэтому Ь* (ц>) ф М для каждых ф е horn Z и

М е Шьс (Л). Таким образом, справедливо Ьф U {ЛЕ : ЛЕ е 9Л/IС (В)} при
k=l, г по теореме 5. Поскольку в первом случае все максимальные
идеалы в В замкнуты, а во втором случае имеет место равенство

U {ЛЕ;ЛЕ el(B)}= U (ЛЕ: ЛЕ ееТМ s )}

(см. [ls ], с. 231), то отсюда вытекает, что b е Inv/< В.
В заключение отметим, что примеры топологических модуль-алгебр,

которые имеют свободные идеалы, приведены в '[ 16] на с. 369 и 371.
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M. ABEL

FIKSEERITUD IDEAALID IDEOLOOGILISTES MOODUL-ALGEBRATES

On antud fikseeritud regulaarsete maksimaalsete ideaalide kirjeldus topoloogilistes
moodul-algebrates ning kirjeldatud topoloogiliste moodul-algebrate klasse, milledes on
fikseeritud kas

1) kõik regulaarsed kinnised maksimaalsed ideaalid, millede kodimensioon on 1;
2) kõik kinnised maksimaalsed ideaalid

või
3) kõik ideaalid.
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M. ABEL

FIXED IDEALS IN TOPOLOGICAL MODULE-ALGEBRAS

Let F be one of the fields R or C, A be a topological F-algebra and bom A be the set
of all non-zero continuous F-homomorphisms of A onto F. Let В be a topological
module-algebra with respect to A, or, in short, a topological (A, F)-algebra (that is a
topological F-algebra which at the same time is a Л-bimodule with separately conti-
nuous module multiplications and in which the conditions a(b l b 2 ) =[ab x )b2, ( b xb2 )a=

b x {b2a ) and (b l a)b 2 =b { (ab 2) hold for each аеЛ and b\,b which contains
such a F-subalgebra Z that the set horn Z is not empty. Moreover, let В satisfy the
following conditions:

(a) the A-submodule of В generated by Z is dense in В and
(b) for each ф horn Z there exists a non-zero continuous A-homomorphism Ф ф

of В onto A such that Ф ф ((хг) =ф ф (га) ay{z) for all a e A and z <= Z.
The left (right and two-sided) ideal 5 of В we shall call fixed if there exists

a left (respectively, right and two-sided) ideal I of A such that Фф (3)^/.
In the present paper the descriptions of all fixed regular maximal (in particular,

maximal closed) ideals and all such fixed maximal ideals, codimension of which is
one, are given. Moreover, the classes of topological module-algebras in which are fixed

a) all regular maximal closed ideals with codimensions one,
b) all closed maximal ideals

and
c) all ideals

are described.
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	Рис. 2. Осевое распределение скоростей газовой и дисперсной фазы в двухфазной струе и чистой струи (расчетное сплошные, штриховые и штрихпунктирные кривые соответственно для газовой, дисперсной и беспримесной фаз и экспериментальное {а—е) при т 0,47, х0 = 0,85 кг/кг, õ = 45• 10~6 м (а—в) и при т= 1,45, х0 0,65 кг/кг и 6 = 67-10-6 м (г—е)). Обозначения I—7 см. на рис. 1.
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	Рис. 1. Изображение справа воспроизведенный сигнал с плоским волновым фронтом в виде двух букв. Длительность сигнала 2 пс, задержка относительно считывающих импульсов 10 пс. Слева рассеянный на экране воспроизводящий пучок пикосекундных импульсов.
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	Рис. 2. а изображение записываемого сигнала со сходящимся волновым фронтом. Временная задержка второй, третьей и четвертой стрелки относительно первой стрелки слева составляет 50, 100 и 150 пс; б воспроизведенное прямое изображение четырех стрелок в случае, когда опорный импульс опережал на 50 пс всю последовательность сигнальных импульсов; в, г, д воспроизведенные прямые изображения сигнала в случаях, когда опорный импульс подавался соответственно в момент между первым и вторым (в), вторым и третьим (г) и третьим и четвертым (ö) сигнальными импульсами. На экране за криостатом вопроизводятся соответственно три, две или одна стрелки.
	Рис. 3. Изображения сопряженного сигнала на экране перед криостатом, а сопряженный сигнал в случае подачи опорного импульса в момент между первой и второй стрелкой сигнала; б две стрелки в сопряженном сигнале в случае подачи опорного импульса в момент между второй и третьей стрелкой сигнала. Отмечаются увеличение изображения стрелок из-за расходящегося характера волнового фронта сопряженной волны, а также отсутствие дифракционной структуры в изображении.
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