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ДОПУСТИМЫЕ И МИНИМАКСНАЯ БАЙЕСОВСКИЕ ОЦЕНКИ
БИНОМИАЛЬНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ

НА АПРИОРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

(Представил Н. Алумяэ)

Рассмотрим задачу байесовского оценивания вероятности р по п неза-
висимым наблюдениям х\, х2, ■.

. ,х п над биномиальной случайной вели-
чиной X, т. е. Р{Х =l)= р, Р{Х =0) 1 — р, при условии, что апри-
орное распределение параметра р принадлежит фиксированному классу
распределений. Аналогичная задача рассматривалась в [ 1 > 2 ], где класс
априорных распределений определялся ограничениями на моменты этих
распределений, в то время как в настоящей статье эти ограничения на-
кладываются на форму распределений.

Сформулируем рассматриваемую задачу. Пусть f{x i, х2,
...

, хп )

оценка случайного, независимого от X параметра р. Для квадратичной
потери байесовский риск r{f, F ) имеет вид

r{f,F) = f EP {f{xi, Х2, ..., xn ) p) 2 dF{p),
о

где F (р) априорное распределение параметра р, про которое известно
лишь то, что оно принадлежит заданному классу Зг

.

Определение 1. Оценка б называется &-допустимой, если не суще-
ствует оценки б0 такой, что

г(бо, G) <=:г(б, G) VGeJ
и

г(бо, G) <г(б, G)
хотя бы для одного G е З г .

Опреде л е ни е 2. Оценка б* называется Зг -минимаксной
, если

inf sup г (б, G) = sup г (б*, G) .
б GeK GeF

В настоящей статье решается задача описания оценок и
оценки в случае, когда & является классом распределе-

ний G таких, что

1) G (р+o) +G (1 —р)= 1, o<р<l,
2) G (р) вогнута на интервале (0, 1/2).

Обозначим через В{3Г ) класс байесовских оценок параметра относи-
тельно распределений из Зг

,
т, е.

В(&) = {5/3 fe inf r{6,F)=r(E,F)}.
õ
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Теорема. Класс 5-допустимых оценок совпадает с В {3е ).
Доказательство. Рассмотрим семейство функций распределения
Pt{p) , 0 t 1/2, определенных следующим образом:

О, р^О

2t’ o<РШ‘ ГО, О
Р,(р) = 1/2, Г<р<l t Р 0 (р) = J 1/2, o<p=gl

i+i'-i)’ I -
p>l-

- Р> 1

Очевидно, что Pt{p) е Зг
, 0 t 1/2.

Лемма 1. Для того, чтобы Gef необходимо и достаточно, чтобы
существовало такое вероятностное распределение р, сосредоточенное на
[О, 1/2], что

1 1/2 1
J u{x)dG{x) = f [ f u{x)dPt [x)]d\i{t) (1)
ООО

для любой непрерывной на [O, 1] функции и{х).
Доказательство. Необходимость. В силу свойств элементов класса
для всякого G{x)^3r существует неотрицательная функция g{x) со
свойствами

1) g(*)'=g(l— *). *е=(o,l),
2) g{x) не возрастает при х е (0, 1/2],
3) g(x) непрерывна справа и слева при х е (0, 1),
4) G{x) = fg{t)dt+G{+ o).

о

Определим меру р(/) так, что

dp(o)=2dG(o), dy{\/2) =g'(l/2), d[i(t)=—2tdg{t), \/2>t>o. (2)
Докажем, что определенная так мера является вероятностным распре-

-1/2
делением, т. е. =

о
Имеем

1/2 1/2
fdp(*)=dp(l/2)+ip(o) f2tdg(t).

õ õ
Интегрируя по частям, получаем
1/2 1/2

J d\i{t) —g {\/2) +2G(+0) 2tg (t) I f g(i)dt= 2G (\J2) +2 Hm tg (t).
о +o <-+0

Существование lim tg(t) следует из правосторонней непрерывности
l-vО

функции g{t) . Пусть limg^)/ 1 = с » 0. Тогда для 0 < е < с существует

такое б, что tg(t) >* с е при /g (0, б), и следовательно,

Jg{t)dt> [с е) J dt= 00,
о о

б
что противоречит тому, что f g(t)dt— G(õ) — G(-|-0)<oo. Таким

и
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образом, lim tg{t) =O, a G{ 1/2) = 1/2 в силу непрерывности G{x) на
t-+о

1/2
(О, 1), и окончательно J d\i{t)=l.

и
Теперь докажем, что для выбранной меры р, имеет место равенство

(1). Преобразуем правую часть (1):
1/2 1 1/2-4) 1

f =J
0 0 +0 0

-\-dG (0) [и (0) -\-u (1) ] -j-g (1/2) f и (x) dx.
о

Далее, используя вид функции РДх), получаем
1/2—0 1 1/2 t

J (Ju(x)dP t (x))(-2t)dg(t)=-f(f[u(x)+u{l-x)]dx)dg(t), (3)
+0 0 +0 0

а интегрируя по частям, имеем
1/2-0 t t

—f (/ [w(x)+w(l —x)]dx)dg{t) = —g{t) J [u{x)+u{ 1 —x)]dx
+0 0 о

1/2+o
+ f g{t)[u(t)+u(l —t)]dt. (4)

0

t

Существование Urn g (t) f [u{x)\ x)]dx следует из правосторонней
о о

непрерывности функции g{t). Очевидно,
f

|g(f)- f {и{х)-\-и{\ где Ci = max | и{х) +п(l х) |,
о

а, как доказано ранее, Иш/§■(£) =O, и следовательно, limg(/)-
«-�о /->- +о

г
• J \и{х) -\-и{ I—x)]<ix=o.1

— x)]<ix=0. С учетом равенств (3) и (4) получаем
6

1/2 1

f ( f u{x)dPt =

о õ
1/2 1

■ = Г£(OИO+ М (l t)]dt+dG{o) (м(o)+м-(1)) = fu(x)dG(x),
о о

что и доказывает необходимость. Достаточность следует из того, что
определенная с помощью равенств (2) функция распределения G{t) на
основе любого вероятностного распределения р(/) принадлежит клас-
су /F. Проверка этого факта не представляет трудности с учетом симмет-
ричного относительно точки 1/2 доопределения функции g{t) на интер-
вале (1/2, I].

Вернемся к доказательству теоремы. Очевидно, что если б eB(f),
то б является процедурой, так как при выпуклой потере
байесовская оценка единственна. Докажем теперь, что если бо В(3Г ),
то бо не является Рассмотрим функцию r{B,() = г(6, РД,
/е ГО, 1/2]. Функцию г(б, /) можно интерпретировать как функцию
риска при оценивании параметра t. В силу теорем А. Вальда [3 ] классы
допустимых и байесовских оценок параметра t при функции риска
г(б,/) совпадают. Таким образом, если U класс всех вероятностных
распределений на интервале [O, I], то 6' является допустимой для оце-
нивания параметра / процедурой, если существует це [/ такая, что
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1/2 1/2
,/ r{ö', t) dp (/) =inf / r (6, t) dp (t) . (5)
0 6 0

В силу доказанной леммы любому элементу ц,е[/ соответствует рас-
пределение F е F так, что

1/2
Sf(b.t)dv.(t) =r(&.F).(6)

О

Так как по предположению б 0 В (Т), то
inf г(б, F) С г (öo, F) У F

б

откуда в силу равенств (5) и (6) получаем, что б 0 не байесовская
процедура оценивания параметра t, а следовательно, и недопустимая.
Таким образом, существует процедура õi такая, что

г (õi, t) (бо, t) Wes [О, 1/2], (7)
и 'существует хотя бы одно /е [l/2], для которого это неравенство
строгое. В силу неравенства (7) получаем

1/2 1/2 »

fr(öi, t)dp(t) /г(бо, t)dp{t) V(le 6/
5 õ

или

r (õi, V F e-F,
причем существует хотя бы одно распределение 7 е7, для которого
последнее неравенство строгое, а это и доказывает, что бо не является

процедурой.
Замечание. Утверждение теоремы сохраняет силу, если вероятност-
ная структура наблюдений и функция риска удовлетворяют допущениям
5.1—5.5 из [3 ].

Теперь перейдем к определению F-минимаксной процедуры, для чего
понадобятся две леммы.
Лемма 2. Пусть 8р байесовское решение относительно распределе-
ния F е Зг

, т. е.

inf г (б, F) F).
б

Тогда, если

sup r(ÖF, G) =r{ÖF, F),

то 6f является F- минимаксной оценкой.
Доказательство. Напишем очевидные неравенства

sup inf г (б, G) sup r(ÕG, G) t(õf , F) =

GEzfjF 6

= sup /"(õf, G ) sup r(6, G).
G€= õ G€=fjF

Крайние члены выписанных отношений удовлетворяют и обратному
неравенству, следовательно, везде стоит знак равенства, что и доказы-
вает лемму.
Лемма 3. Пусть функция и{х) хе (0, а), где а фиксирован-
ное положительное число, и и{х) ограниченная неубывающая на
(0, а) функция. Определим класс функций Vq {a), q~> 0 следующим
образом:



ä

V q {a) = {v{x) : v(x ) не возрастает на (0, а), /

Тогда
а а

sup / u{x)v {x)dx= qja J u{x)dx.
q{a) О О

Доказательство. Пусть v 0 (х) = q/a, 0 х а. Очевидно, что
v o {x) е Vq{a). Для любой функции v (х) е V q {a), не совпадающей почти
всюду на (0, а) с v o {x) существует точка x v е (0, а) такая, что
V 0 ( х) v { x) < О ДЛЯ О X ЛД иН0 (*) —Ü {х) Д: 0 для x v <i х а.

Это следует из того факта, что (п(х) — q/a) невозрастающая функция,
а а

а кроме того, fv(x)dx— Jvo {x)dx. Таким образом, имеем
U О

а
/[цо(я) v{x)]u{x)dx—-
о

v а
= / [uo (*)— v{x)\u[x)dx-\- j v {x)]u{x)dx^

0 x„

x„ а
sup {u{x) ■ f [vQ {x)—v{x)]dx-{- inf u{x) f [vo {x)— v{x)]dx.

o^x^x o 0 x v

В силу неубывания u{x) на (0, а) получаем sup и{х)= inf и{х) =
o=^х^х и x„^x=^a

= u{xv ), и следовательно,
а а
/ [иo (*) — v{x)]u{x)dx^u{x v )J [üo'(*) v{x)]dx= o,
о 0

что и доказывает лемму.
П

Теперь заметим, что у х { достаточная статистика, и следо-
i=l

/вательно, для оценивания параметра р имеет смысл пользоваться только
функциями от у, т. е.

г (б, G) = JEp {ö{y) — p) 2 dG{p ),
о

причем Р (y —k) —C^ph { 1 p) n~h
.

Рассмотрим оценку 61/2 (у) , которая является байесовской

относительно априорного распределения P\/z{p). Путем прямых вычис-
лений легко получить

E P {6i/2{y)— p) 2=J; Ch
nP h i l —P) n- h =

k=o 4 n^z J

_

P 2 (4 n)+p{n —4) +1
(л+2) 2

Пусть n 4, тогда для имеем
1/2

Цб. /2 , G) =2/ p2(4 ~П
|п
+Р

2
(" ~4) +-Lg (p)dp+dG (0) yr.

289
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Ргде g{p) и G{p) увязаны Соотношением G{p) / g{t)dt -f G(+0) (см.
о

. 1/2
теорему), и fg{t)dt-{- G(+0) = 1/2. Используя лемму 3, получаем

и

я+2o /1 \ 2 п 4 2
Г ( 1/2’ 12(/г+2) 2

+
\ 2 V (/г+2) 2

~

12(/г+2) 2 (/г+2) 2 ’

1/2
где q= l/2. Очевидно, что

о
п 4 2 /г+44Ч+ («+2) г “

(п+2) 2 ’

и следовательно,

(8)

В неравенстве (8) в случае G{p) = Р\/ 2 {р) достигается равенство, от-
куда по лемме 2 получаем, что Ь\/2 {у) оценка.
Для случая п< 4 решением является öo {y) = {у + ]/л/2)/(я + уп),
т. е. байесовская оценка, соответствующая априорному распределению с
плотностью С[р(l — р)Уп,2 ~ х [ 3 ].
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V. OLMAN

BINOMIAALJAOTUSE PARAMEETRI LUBATAVAD JA BAYES I MINIMAKS-
HINNANGUD KITSENDATUD APRIOORSE JAOTUSSEADUSE KORRAL

On vaadeldud binomiaaljaotuse parameetri Bayesi järgi hindamise ülesannet sõltumatute
vaatluste korral tingimusel, et aprioorne jaotusseadus kuulub ühte fikseeritud jaotuse
klassi. On tuletatud minimakshinnang ja kirjeldatud lubatavate hinnangute täielik klass.

У. OLMAN

ADMISSIBLE AND MINIMAX ESTIMATORS OF THE BINOMIAL PROBABILITY
UNDER RESTRICTIONS ON A PRIORI DISTRIBUTION

The problem of Bayes estimation of the Binomial probability is considered under a
condition that an a priori distribution belongs to a fixed class 3E Concepts of & -admis-
sibility and tF-minimaxity are introduced. The class of all .T-admissible estimators,
where F consists of distributions F such that Ffp)-f-f(l—p) —l, an F[p)
is convex on [l/2, 1), is described. It is shown that the estimator 5 which is Bayes
with respect to the uniform distribution on [0 I], is tF-minimax.
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