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(Представил А. Хумал)

Исследуется регуляризация некорректных задач, дискретизированных проекционными
методами. Даются условия, при которых размерность спроектированного уравнения яв-
ляется равноправным параметром регуляризации. Указаны правила выбора размерности
и параметра регуляризации для получения регуляризующего алгоритма, а также для
оптимальной точности его по порядку.

1. Введение

При решении некорректных задач применимы многие методы регуляри-
зации [ l_б ]. Для реализации их на ЭВМ необходима дискретизация до
или после регуляризации. Интерес представляет проблема выбора раз-
мерности п в проекционном методе или шага h в конечно-разностных
методах.

Один подход к этому вопросу заключается в трактовке ошибок дис-
кретизации как дополнительных возмущений оператора и правой части
уравнения. Порядок регуляризации сохраняется при достаточно высоком
п или малом h. Так, в [ 7 ] исследован выбор шага h при решении методом
конечных элементов уравнения, регуляризованного методом Тихонова.
Использование проекционного метода Валеркина для уравнения, регу-
ляризованного методом Лаврентьева, исследовано в [B ]. Дискретизация
уравнения проекционным методом наименьших квадратов и регуляриза-
ция ее затем методом Тихонова исследована в [9 - 10], а также в [ 2 ] (гл. 6,
§ 6), эквивалентный алгоритм приведен в [ ll-13 ]. Выбор размерности
при решении спроектированного уравнения методом Тихонова или ите-
раций проанализирован в [ l4 ].

Другой подход возможен в случаях, когда решение дискретизиро-
ванного первоначального уравнения сходится при п-+oo (h-+- 0) к (нор-
мальному) решению этого уравнения, если оператор и правая часть
уравнения заданы точно. Такая сходимость для проекционных методов
исследована в [ 9 ] (теоремы (11) (13)) и [ 15~ 23 ], а для других методов
в [6, 24, 2s ] ( см> и ссылки в них). Если в этом случае оператор и правая
часть заданы неточно, то при правильном согласовании п или h с уров-
нями погрешностей получается регуляризующий алгоритм с параметром
регуляризации п или h (иногда тогда говорят о саморегуляризации).
В случае дополнительной регуляризации уравнения до или после дискре-
тизации можно говорить о двухпараметрической регуляризации (см.
[ 26 ]).

В [ 23 ] установлены условия саморегуляризации при использовании
некоторых проекционных методов. В настоящей работе исследуется
выбор параметров при регуляризации соответствующих спроектирован-
ных уравнений любым методом из класса, выделенного в [ s ] и вклю-
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чающего методы Тихонова, Лаврентьева, итерационные методы и про-
чие'. С учетом эквивалентности некоторых методов (см. раздел 4) ре-
зультаты разделов 3 и 4 используемы и при дискретизации регуляризо-
ванных уравнений.

2. Задача и метод ее решения

Пусть Н и F гильбертовы пространства и А <= L(H, F) вполне
непрерывный оператор; нулевое пространство N (Л) в общем нетриви-
ально. Рассмотрим уравнение

Äu=f. (1)
Введем ортопроекторы P:H-*R{A*), Здесь R{A)

область значений оператора А, Л* е L (F, Н) сопряженный с А опе-
ратор. Предполагаем, что Пусть вместо f и А изве-
стны приближения и Ari <=L{Fl,F) такие, что ||/б f
IH.-AlKri.

Опишем двухпараметрическую регуляризацию уравнения (1).
На первом этапе регуляризации используем проекционные методы

[27 ]. Выбирая я-мерные подпространства Н п с= ЯиFnci F с соответст-
вующими ортопроекторами Р п и Q n , получим спроектированное уравне-
ние — Qnfö с искомым решением ип е Нп .

На втором этапе регуляризации используем однопараметрическое
семейство вещественнозначных функций {ga}, a>• 0 (см. [ s ]), опреде-
ленных и измеримых на некотором отрезке [O, Яо] и удовлетворяющих
условиям

sup |£сс(Я) I s^Ca- 1 (a>o) , (2)

sup ЯР 1 1 Я£«(Я) I
Буквой С здесь и в дальнейшем обозначим независящие от a, п, Ö и ц
постоянные, значения которых в разных местах в общем разные.

В случае F=Н,А =А* 0, Лл = Лл
* 0, F n =Нп в качестве

приближенного решения уравнения (1) примем элемент

**?г, а == {I At],n§a.{Ar\,n)) Р {Ar\,n') Pnfö, Arit -n ==z Р nA^Pn , (4)
предполагая ||Л Т)>ГгЦ ЯO .

В случае несамосопряженной задачи (1) приближенное решение
имеет вид

П?г,(х = Вх\,п§а (sг] ;7l ) ) РпМо~\~§а

Лг],п == QnA^P п , Вц,п == Лr\,nAj] t n=РпАц QnAr]Pп•
Мы предполагали, что ЯO .

Здесь и0 любое начальное приближение с условием u
можно, в частности, положить и0 = 0.

Отметим, что условие (3) в методе Тихонова и Лаврентьева выпол-
нено с р 0 —l, в явной и неявной итерационной схеме с р 0 = оо (см.
[s ])-

3. Выбор параметров

Обозначим через п* решение уравнения (1), ближайшее к «0 - Ошибку
Oi,a = 11*0,a н*Ц оцениваем на классе
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Uo —я*= \A\PV, яo= I A I pw; p> 0;
где \A\ (ЛМ) ,/г

.

Замечание 1. Требование о представимости я0 в виде я0 = \A\pw
второстепенное, так как при я0 Ф 0 с заменой переменных я = и* я0
в уравнении (1) приходим к задаче Ай =f Аи 0 ,

где начальному при-
ближению я0 соответствует я0 = 0.

Известно а 2 ’ s ]), что оптимальной по порядку оценкой на классе (6)
является

еп/ +l\ Д=тах{б, р}. (7)
Обозначим h = h{n) = || {QnAP n )~ l Q n \\~l

-
В дальнейшем будут ис-

пользованы условия вида

\\{l-Pn )\A\p\\<cChP (o<p<pi), (8)
\\{l-Q n (0 <р<р2 ). (9)

Обозначим а х Ь, если а = О {Ь) и b = o{а).
Теорема 1. Пусть F=Н,А А* 0, Л л = А л

* 0 и уравнение
(1) проектируется методом Г алеркина (т. е. Е п = Н п\ тогда {см. [ 23 ])

h = inf {{Аип , ип )/\\ип \\ 2
, ип (=Н п}). Пусть Hn f\N(A)—0 1 Рп и^и

при п-+ oo Уи R{A*) . Предполагаем, что выполнено условие (8) с
Р 1 > 1/2.

Если в приближении (4) параметры n(h ) и а выбирать так, что
п —>- oo t а->O, А/(А;+а)0 при А->O, то е п ,а ->0 при А-> 0.

При предположении (6) справедлива оценка (7), если выбор пара-
метров п(1г) и а подчинен условиям

1) /i+а X Аl/( р +1) при р^рй
2) hх Дl/(р+ 1), а =0(АЯ(ро(р+1))) /гря ро<Р<Рь-
-3) а хАI/(р+1)

, h=o (Ap/(pi(p+ 1))) яря pi<p^p 0 .

Теорема 2. Пусть уравнение (1) проектируется методом наименьших
квадратов (т. е. Р п = А^Пп \ тогда {см. [23 ]) /г =' inf {|lЛяп ||Уl|яп ||,

ип <=Нп}). Пусть Hn []N{A)=o, Рпи-+и при л->оо уие/?(Л*).
Предполагаем, что условие (8) выполнено с р\ 1.

Если в приближении (5) ,параметры n{h) и а выбирать так, что
п оо, а->O, А/(/г + а'/г ) 0 яря- А 0, то еп ,а ->■ 0 при А->O,

При предположении (6) справедлива оценка (7), если выбор пара-
метров n(h) и а подчинен условиям

1) /i-(-«V2 xA 1/(p +l) при р^2рo, рг^Рь
2) /г хАI/(р+1)

, а= О (А й/(Ро(р+1))) яри 2po<Cp^Pi;
3) а Ж А2/(р+1), /г = 0(A p/(p,(p+1))) яря Pi<Cp^2po.

Теорема 3. Пусть уравнение (1) проектируется методом наименьшей
ошибки {т. е. Hn тогда {см. [23 ]) h = inf {\\A*fn\\/\\fn\\,
fn ge T'n})- Пусть F n П Я(Л*) = 0, при я —>■ oo yf <= R {А).

Если в приближении (5) параметры n(h) и а выбирать так, что
я—оо, а->O, А/ (Л -j- а l/г ) -> 0 яря А 0, то еп>а 0 при А-> 0.

При предположении (6) справедлива оценка (7), если выполнено
условие {9) с р 2 1 я выбор параметров n{h) я а подчинен условиям

1) /г-)-а 1/2Х Аl/( р+1) при р<^2рo, Р^Рг+l;
2) /гхА l/(р+1), а= 0(А р/(Ро(р+1))) яря 2р o<Ср^р2+l;
3) аХА2/(р+1)

, /г=o (А р/((Р2+1)(р+1)) ) при p 2-fl <Р^2ро.
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Теоремы I—31 —3 доказаны в разделе 7.
Главный интерес в теоремах представляет случай 1), в котором

параметры h и а выступают как равноправные. В случаях 2) и 3) одни
из параметров следует подчинить другому. Ряд дополнений к теоремам
приведем в виде замечаний. Первое из них касается любых проекцион-
ных методов. Обозначим hy] =\\ (Q„n ilP r,)- I QnIh1 .

Замечание 1. Пусть и Рпи* w*, \\Qn APn — 7l||->0 при
п —> оо. Если в приближении (5) выбор параметров n{h) и а подчинен
условию АН— || (/ Р п ) и*\\ = о(а /2 -j- hn ) , то е,, а ->-0 при А-> 0.
С учетом неравенства ||Qn7l(/ — Р п )и*\\ II (/ — Р п )А*\\ II {/ Р п )и* ll
это замечание усиливает результаты [ 10~l3 ].

Замечание 2. Сходимость cn ,a при в теореме 1 остается
в силе при замене требования Р\ 1/2 дополнительным условием на
выбор параметров; требуем ||Л |/2(/ — Р п )ц*Ц/(а + h)'I*-* 0 при А —O.
Замечание 3. Условия (8), (9) достаточно проверить при р= р\,
р = р 2 соответственно, так как по неравенству моментов (см. [ 27 ])

II\А |р(/ - Рп ) II II И|р. (/ - Рп ) \\рlр> при р^рй

II \А*\р {1 Q n ) \А*\р*{l Q n ) \\plp* при р<ср 2.

Замечание 4. В выражениях h-Гав теореме 1 и в выражениях
h -f- а 1'2 в теоремах 2, 3 величина h может быть заменена величиной 1гц .

Эквивалентность выражений при А->0 вытекает из предположений
т]/(,/г + а)0 (теорема 1), ц/ {h -f- а l''2 ) 0 (теоремы 2,3) при А-^0
ииз оценок h r\ hА- г\ при условии r\ <С h (см. [23 ]).

4. О числе обусловленности при регуляризации спроектированных
уравнений методом Лаврентьева или Тихонова

Отметим сперва эквивалентность некоторых алгоритмов. Пусть F Н,
А= А* 0, А ц А ц

* 0. Если уравнение (1) дискретизуется мето-
дом Валеркина я регуляризуется затем методом Лаврентьева, то при-
ближение ип<а находится из уравнения

(а/ -\-РпАц Р п ) un ,a—Pnfõ- . (19)
Такое же уравнение получается при регуляризации уравнения (1) мето-
дом Лаврентьева и дискретизации затем методом Валеркина.

При дискретизации уравнения (1) методом наименьших квадратов и
регуляризации затем методом Тихонова получается уравнение

(сЛ~(~ РпА-ц А^Р п) ип>а РпАгь fö, (11)
возникающее также после применения методов Тихонова и Валеркина
к (1).

В случае использования методов наименьшей ошибки и Тихонова
уравнение (1) принимает вид (а/ + A^Qn ип<а = Другой
вариант реализации методов состоит в нахождении приближения fn ,а из
уравнений

(с4~Ь Qn) fn,a— Qnfö, (12)
а ПОТОМ ип< а = Дп*/ П,а-

Уравнение (10) конкретизируется выбором базиса (фД, i= 1, .
..

, п
П

в Нп . Коэффициенты Xi, i= 1, ~., п в представлении ип,а = Ягфг
г=l

находятся из системы линейных уравнений Л ?г х = b с {Вп )ц =
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= ((а/ + Лт,)ф4 , cpj) , bj= {fö, (pj), i, '] —l,
...» n. Оценим число обус-

ловленности матрицы В п отношение максимального и минимального
собственного значения. Воспользуемся следующим результатом из [ 23 ].

Лемма 1. При любом операторе В Н), В—В* 0 для числа
обусловленности k{B n ) матрицы В п с элементами ( B n )ij= (Лфц фр
справедлива оценка

k{Bn) n )/vn, vn = inf {{Bun, Un) /\\ип \\2
, Un^Hn},

где k{D n ) число обусловленности матрицы Грима D n , {Dn )ij ('Фъ cpj).
Для уравнения (10) отсюда при В = а/ +Лц имеем vn а + /гл ,

k (В*) (а+г]-Н|Л ||) k [D n ) (a-f/iri) -1
.

Уравнение (11) также равносильно системе линейных уравнений
ЛпХ=Ь, здесь (Л п фj )~f- Лт]ф j), bj= (fbArtfj). Из леммы 1
при В=ai + Ai\*Än имеем vn =a + hn 2 и

k{D n ) (a+Zi 2 )- 1
.

Г?

Пусть решение уравнения (12) ищется в виде fn .а = S ХгФь где

{фг}, t— 1, .... /г базис Г п с матрицей Грама D n,
(D n )ij = (фг, фр.

Вектор коэффициентов х находится из уравнений В пх =Ь, где

{Bn)ij === а(фг,ф;o + (Лрфг, bj= Заменяя в лемме 1
фг на фг, Вна ип на fn ; имеем vn =mf{{{al+Ar] A n *)fn Jn )/

/НМ 2, fne/7n} =a+V и
k{Bn) (а+т] +||Л|| 2 ) k{Dn) (a+Zir, 2 ) -1 .

Отметим, что базисы {фг}, {фг} можно выбирать так, что k{D n
k {Dn) С.

5. Приложения к интегральному уравнению Вольтерра I рода

Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра I рода

/ K(t,s)u{s)ds =f{t) (13)
о

как операторное уравнение Аи = f с А : Г 2 [o, 1 ] ->■ L 2 [o, I]. Пусть ядро
представимо в виде K{t, s) i= Н(t, s) {t s) z_l

, где >O,
0 t 1, а / положительное целое число. Предполагаем, что при

д*Н д*Н
i=\ величины — it s)M is )г_l ограничены.

dtl dsl

Обозначим через S n h подпространство сплайнов на [O, 1] поряд-
ка k— 1 с узлами U = i/n, i= 0, ... ,

п. Из результатов [23 ]

вытекает, что в методе наименьших квадратов для (13) сНп = S n h ус-
ловие (8) выполнено с р\ = k/l, в методе наименьшей ошибки для (13)
сFn = Snh условие (9) выполнено ср2 = k/l\ в обоих случаях h Сп~ 1.

В действительности /гж п~ 1
. Именно, при выборе un^Snh и fn^Snh

так, что «п (0 = 0 при (1
оценить ||Л«п||/II«п 11 Cn~l

, \\A*fn \\/\\f n \\ < Сп~ 1
.

6. Вспомогательные результаты

Доказательству теорем I—31 —3 предпошлем некоторые леммы.

Лемма 2 (см. [s ]). При В, Вт) еЬ(Я,/7 ), ||Б Л В\\ р и любом
вещественном г 0 справедлива оценка

|||Л„| Г — + |lnTi|)rimin ( (14)
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при В= В* О, В ц = Б л
* О справедлива также

||s;’ sr||<^Cr5 r ||<^Cr] min ( 1 ’r). (15)

Лемма 3. При F=Н,А =А* О, А ц =АX О, F n =Нп справед-
ливы оценки

|| (/ Pn)Ä r ||^C(r)min(r > 1)+/lmin(r’P l) ), (16)

(Лг],?г) Лп|| С (a-|-/Zn) — S (17)
liga {А ц ,п)РпА Л (7 - Рп) II <СС

где г любое вещественное число и А^ п = Р пА^Р п .

Доказательство. Оценка (16) вытекает из (15), (8) и неравенства
II (/ —Рп)А ц г || || / Р п \\ ||ЛТ1 Г ЛГ ||ЛЧI (/ Р п )Аг\\. По условиям (2),
(3) имеем liga (Лц.п) Рп\\ llga il Ca"-1

, liga (Лп,п) 1 -J-
----+ Р Лп || 5^a -1 , h~ l ) 2(а + /гл )~ 1 полу-
чаем оценку (17). Оценка (18) вытекает из (16), (17) и соотношений

X \\Af (/-Р„)||,

ШАъп)Р^\\=ШАъ П)РпА& [ga{A^ n )PnAfY\\^=
=llga (Ar],n)A^nPnga,— Ц l / C||Pn ga Ц 1/2 .

Лемма 4. Справедливы неравенства

liga {Вц ,п)А;, п \\ <С с
ЯЬllп ( 1>р 1))/(а1/2 +/гТ1 ); (20)

где Аг],п == Bf|,n==7l lq ) 7'i,y4 T^;71 .

Доказательство. По условиям (2), (3) имеем Hga(TX.n) II Са~\
11<§'а(Л Т| ) п) fin,nil С. Далее, Hga(Pn,nH^ n || 2 = \\ga{B^ n) А^ п X
X [ga (Рг), п ) ЛТI) п ] || = ||ga ( Pr), п ) Лтl; п §а ( Рть п ) || liga ( Bti, п ) -б г)> п|| X
X llga(£r,.n)|| < Са- 1 . Учитывая равенство {Вц>п )-IА^ п =A^n Q n ,

получим ||ga (Pri.n) Ах],п ll liga (Рц.п) Рт),?г|| || (Pri,n) I Дг),пII СНц . Оценка
(19) вытекает теперь из неравенства min (a~ 1/2, h4

~x ) 2(а1/2 + -1
.

Оценка (20) имеет место в силу (19), (8) и неравенств
||ga(Pri,n) т, (7 Рп) II ||)§'а(Ртl,п)Л Тl>п || (||Л(/ Рп)|| Л" Т])>
|| А (7 Р п ) || || |А| (/ Рп) 11. Последнее неравенство следует из поляр-
ного разложения (см. напр., [ s ], с. 21) А = (7|Л|, где U частичная
изометрия, ||С|| = 1.
Лемма 5. Если условие (9) выполнено с р 2 1, то при Н п = A^ :F nсправедлива оценка

|| {I Р п) 1 Л | р || I+min(P“ l > P 2)-f-C(1 -f- 1 In т] 1)T] mi n(p.D. (21)
Доказательство. По (14) имеем

II (/- Р п ) ИMI <ll (/-Рп)|Л Тl |р|| + С(1 +|ln Л \)^ Р .ц (22)
При р 2 справедлива оценка

||(/-Рп )|ЛТl |р|К||Л; (7-д„)Лч |Л ч |г-*||, (23)
так как по свойству Нп i= An*Fn имеем || (/ Р п ) IЛт, | pv\\
= inf (II \Ar] \Pv Л л

* Лт, I Лт, I p-2 v—A* Qn A n \A^\p-2 v\\.
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Убедимся в справедливости оценок

IИт) (7 Qn)l|s^C (Л+л), (24)

Ип*(7 — Qn)>4J^C(A+ri) 2 . . (25)

Воспользуясь полярным разложением А* = U*\A*\, ||7/*|| = 1, имеем
\\ä; (7 - Q n ) II <II(Л J - Л*) (7 - Qn) II +||П*lА* I(/ - Q n ) II < ||Л *

- Л*||+
-|-|||Л*|(/ — Qn)\\. Оценка (24) вытекает из (9), оценка (25) из свой-
ства I Q n = {I Qn) 2 неравенства ||Лг,*(/ —) 2ЛТl || \\А п

* (7 Q„) || 2

и (24).
По (23), (25) имеем || (/ Рп ) |Л л | 2 Ц C{h -j- ц) 2

, а в силу нера-
венства моментов также || (/ Рп ) |Лп | 33 11 С {h ■+ ц)р при р 2.
В силу (22) оценка (21) при получена, при р ;> 2 она вытекает
из (23) и из установленной ниже оценки

II а; (7 - Qn ) Л, (л;Л„)II хCh'+™^r+i,p>)+c (l +llnл |)Л (г>o). (26)

Оценим ||Л* ||Л л
* (7-Q„)|| II (/- ЛЧ ) ГЦ.

В силу равенства Ar] {Ari *A n )r = (Лт,Лт,*) гЛт, и полярного разложения
ЛТl = II II Пт,, (165,11 = 1 имеем II (/ Qn) Лл (Л,* Л л ) г || (/ Q n ) | 2г+l

||(/ Qn ) IЛ* | 2г+l ||-1-|| |Л*| 2г+1 — J Л 12г+1 Ц. Теперь оценка (26) выте-
кает из (24), (9) и (14). Лемма доказана.

7. Доказательство теорем I—31 —3

Основные идеи доказательств заимствованы из [s ].
Доказательство теоремы 1. По (4) имеем

Ып,а tli,=G n , a,r\ (Чо Ц*) [/ {Ar\,n)РпАг) (7 Рп)] (7 Рп) Ч*~\~
(Лт,,п) Рп {fö Ar\U*) , Аг],п =Р пЛцРп, Gn,а,г| :=: [7 (Лт, п ) ]Рп-

(27)
При помощи теоремы Банаха—Штейнгауза убеждаемся, что

Gn ,a,ri(«o при л->оо, а->O, (28)

По условию (3) || С. Поскольку и* ближайшее к и0 решение
уравнения (1), то и0 — и* <=х{А) 1 ti, следовательно, и0 и*еР(Л).
Для элементов вида u—Av (v е Я), образующих в 7? (Л) плотное под-
множество, с учетом полной непрерывности А и условия (3) имеем
\\Gn \\Р ПА (7 Рп ) +Дп(Л Лт,)?п|| INI +

+II £
П)а,тИ il.nl! INI О[И(7 Р п ) ]l+Тl+ ||Оп.а,Ич.пll] 11°П 0 П Р И п ~* 00 >

а-> 0; г) —>■ 0.
В силу предположения р\ 1/2 по (18) имеем

II и- §а [А ц>п) РпАъ (7 - Рп) ](/-/>„) и. IK [ 1+‘С (г1 1/2+/* 1/2)/ N+N) 1/2 ]X
Х11(/-Дг)и*11, (29)

где 1| (/ Pn )w*||->0 при «->■ оо, так как w*ei((/l) по условиям
иO , w0 —л* ei((4),
Из (17) вытекает оценка
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(Iga (Tip ,n)Pn{fö II (a- ' (30)
Сходимость gn, при Л —>• 0 следует из (27) — (30) ииз правила вы-
бора п и а.

Для оценки ошибки необходимы неравенства

\\PnAfPn-AWJ < C\\{l-Pn)Af\\, (31)

К— Л;,„||<^С(/Н-т1) г (г< 1/2). (32)
Оценка (31) вытекает с помощью (15) из соотношения

||(Pn^2Pn) 2 -P«VVII = \\РпА^{Рп-I)А^Рп \\ Ц(/-Р П

Оценка (32) следует из неравенства ||Л^2 || ЦЛ I^ 2 — Р пА^ 2 \\ -j-
-+ \\P n {Äf-AfPn )\\ + \\PnAfPn-AfJ < 'С|| (/-Рп и оценок
(15), (16).

Предполагая (6) и используя (8) и (15), можно оценить

II (/ P?i) w*ll =II(/ Р п )Лр {w —ц) || (/ Р 7г ) Лр И ||а> —и||<
<^Chmin(P’P'\ (33)

II Gn,a,r] (Wo w*) II =|| G?I)CMI [ {Ap —Л p) -|-Лр ].у|| :<C

ll Hull. (34)
Рассмотрим сперва случай р 1/2. В силу (32), (3) имеем

II 6п,о.,г\Ар\\ || Gn)fXjTl || \\Ар АР' П
|| + ||Оп

,а)Тl ЛР п ll^
p+Ca min(p’P o)

. (35)
В случае 1/2 С р С 1 воспользуемся полярным разложением

PnA^=[P nAf{Pn *] 1/2 Пп; п =Л^£/Т1)Т1 , II == 1 - (36)

С учетом равенства Gn ,a>Tl == Gn,a,y\P n в силу (32), (3) имеем

\\Gn,a,nAp\\<s:\\GmA'i2 II ЦП ТI , П || ||ЛР-1/2 -Лр-1/2 ||-Нlo гг ,а; И 1/2 иъпА*~Щ<I г) '’ 1 г\,п 1 г) г\,п 1 ’ ’ 1 iT],n •’ р.п
Ca min(t/2’P o) (Ä-j-Tj ) р-1/2 +Camin(p>Po)

. (37)
При р > 1 воспользуемся представлением ([Р] целая часть р)

Iрl
Р„Лр= 1 Р 7г ЛТ] (/ Р гЛЛр-I’Л-Л[рl Лр-Iрl= :2+а, (38)1 1 Л» 7l х 7 rj п,п я IX7

2=l

вытекающим из равенств Рп Лр~* = Р гг Л Тl [(/ Р„) -(- Р ?г ]Лр-г'-1 при
0 i [р] —l. В силу (3) и (31) имеем

[р]

II Gn ,a ,n Gn.a.Htn 1 II II ( 7 - JII(/ - Pn) ЛР-Я1<
2=1

[p]
amin(i-l,p0 ) I )_|_Tl ) (p min(p-l, D). (39)

(=i

В случае p [p] 1/2 оценим с помощью (32) и (3)

il Gn .a>tf af| sc || Gn.a.H йII 1И;-[р1 Лp-fp! Il +II G„.a,Hpn ||

Ca mln 6p1.P0) {hA~r\) p-Ip! +Camin(P’P o)
. (40)

В случае p—[p] >l/2 с учетом равенств Л jn = Л | П P n и (36),
оценок (32) и (3) имеем



274

II —II Gn>a r]A IП 2||^

<IIGn,aiHS+V2 ll ||Лр-[р]-1/2_Лр-[ р]- 1/2|И-

+ 110«Аиа^ч .«лг» < (41)

£ атш([р]+Ц2, Po) P—[p]-l/2_^£,a iniil(p,po)_

Используя неравенства типа x@y l~@ шах [x, у) (0 <0 < 1),
{x Л- У) г 2Г шах (*r

, г/г ), по (27), (29), (30), (33)-(35), (37)-(41)
имеем

ll ип,а U* II C[/imin(P-P')+a min(p ’ Po)+T] min (P- *>+А/(A n +a) ].

Отсюда и из правил выбора п и а вытекает оценка (7).
Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству тео-
ремы 1, вместо леммы 3 используется лемма 4.
Доказательство теоремы 3. По (5) имеем

Ч-п, a ===Кп. а, г] (Чо И*) (/ Рп) W* —)-§Д(Рг),п)Дг),?г (/б , (42)

ГДе Др,гг == ф?гДр, Рг],п == Дг| РпДп, Кп,а,г\ == [7 ■ Рг\,п§а. (Рр ,п) ] Р п-

Мы учли, что в методе наименьшей ошибки P nA n*Qn = A^*Q n , откуда
= QnA 4 и, следовательно, А^пА п {l Рп ) —А% QnA M P n X

X (/ />„)= 0.
С помощью теоремы Банаха—Штейнгауза убеждаемся, что

7Cn,a,p(«o —«*)->■ 0 при /1->оо, а->O, т]->O. (43)

По условию (3) l|7Cn,a,nll С; и0 для элементов и =

= A*Av (иеЯ), образующих в R{A*) плотное подмножество, имеем
по (3)

||*«.а.чМЦ = ||Х«,а.чД*Дo|l < ||Я«.а.р|| ||Д* (/ - Qn) A+A*Qn (Д - Др) +
+ (Д* Д т]) ||и|| -(-||и||
<С[ II (/-дп)Д|| а+Гl+l|7С. lа)Ап ||]->0

при п—> 00, т]->O.

С учетом и* «= 7? (Д*) имеем

(7 Р п )и*->0 при п->оо. (44)

Из" тождества fe Др«*'= (fõ —f) + (Д —Др)«*, равенства
и неравенства (19) вытекает оценка

liga (Ять») Дл* n (fe ~Др«*) II <СД/ • (45)
Сходимость 0 при А ->• 0 следует из (42) (45) и из правила

выбора п и а.
Пусть выполнено условие (6), а также (9) с р 2 1. По (21) и (14)

имеем
Ц|7 Р„) м*||= II (7 Р п ) JД | р (о; —о) |К

C/i1+min (P- 1> р*)+ С(1 +|lnrj 1)r] min(P- l)
, (46)
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|lХпМ («о-«.)|| = 11К,,„[(ИЦ-|Л.l |р) + |Л ч Ио|l<
<С(l+lln Г) I ) *>+||Кпм | 1 р|| II о||. (47)

Из (25) и (15) вытекает оценка

II Ив 1 г - £; /2
n II < С (ä+t| У (г<2). (48)

При р 2по (48) и (3) имеем

II Kn,<x,i] И я ИКII Kn,aJ II И, |Р - БР/2 11 +||Кп,а.чВРР Ц
С (h-j-i]) P-j-Camin(p/2 ’ Ро)

. (49)
При р > 2 воспользуемся представлением

| Лт, | р = fiP/2-)-BWI [ | Л г) | р~ 2[р /2] fip/2-lp/2] ] _j_
Ш2]

2=1

получаемым привлечением равенств |I = Л *

[(/ Q?i)-fQn] X
X^til^tiI P-Zi~ 2 при o^i^[p/2]— l.

По (3), (48) и (26) имеем

llКпрл |Р||<llKn,a, nßvll ||+l|дп>СМlб ll 11 1Л, I P-21P/2]
_ ДP/Mpffl 11+

Ip 12]
+ 2 \\A*

2=l

min (P/ 2 ’P°)-f Camin([P /2] ’Po) (p-j-r]) p~2tp/2 1-)- (50)
[Pi/2]

+ C amin(i-l, Po) [/jl+min(p— 2г+l, p,)_|_ ( 1-f- |lnr] | )T]] .
2=l

По (42), (45) (47), (49) и (50) имеем

Il Un,a —П* || C [Äl+mln(p-l, p s)_|_ amin(p/2, p 0)

,+ (1 +1 ln Г] I )r]mi п(рД)-|-А/ (Лч+ a1/2 ) ].

Отсюда и из правил выбора п и а вытекает оценка (7).
Теорема 3 доказана.
Основные результаты настоящей статьи анонсированы в [2B ].

В заключение автор выражает глубокую благодарность Г. Вайникко
за постановку задачи и многие полезные советы.
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U. HÄMARIK

REG ÜLARISEERITUD PROJEKTSIOONIMEETODID
MITTEKORREKTSETE ÜLESANNETE LAHENDAMISEKS

Artiklis on vaadeldud mittekorrektse ülesande kaheparameetrilist regularisatsiooni:
ülesanne diskretiseeritakse projektsioonimeetodil ja seejärel regulariseeritakse. Projekt-
sioonimeetodit on rakendatud tingimustel, kui projekteeritud ülesande mõõdete arv on
vaadeldav ühe regularisatsiooniparameetrina. On toodud parameetrite valiku eeskirjad
nii regulariseeriva algoritmi kui ka optimaalse järguga veahinnangu saamiseks.

U. HÄMARIK

REGULARIZED PROJECTION METHODS FOR ILL-POSED PROBLEMS

Let H, F be Hilbert spaces, ЛеА(Я,A) be a compact operator. Consider problem

Au=f; (1)

N (A) need not be trivial, lnstead of A and / are given А F) and
f& with errors — A\\ sg; г), 11/б /II 6. Problem (1) is discretized by the projection
method, using orthogonal projections P n :H-*-H n , dim//n=dim/7

ri =n.
Discretized problem Q nA 1]P n u n =Qnf0 , un <=H n is regularized by a method of class of
[SJ, including methods of Tikhonov and Lavrentyev, iteration methods, and others.
We, namely, use function ga with properties (2), (3) and approximate nearest to initial
approximation u 0 least square solution of (I) by ain (4) (selfadjoint case) or (5).

Theorem I. Let F—H, Л =

kin {Fn=H n ). Let Я„ПЯ(Л)=O, P n u-+u if n-> oo уи ge RAA*) and in (8) let
p Choose n and ain (4) according to A =max(6, rj), so that n°°, a->-0,
A/(/i-f-a)0 if A->O. (Here /г =inf {{Aun , Ып)/Цмп'l12

, м„еЯ п}). Then ena : =

=\\u na — u*H->-0 if A->O. In assumption (6) error estimate of optimal order (7)
holds by choosing n and a according to rules 1)—3) in Theor. 1.

Analogous theorems are also proved for the least square method {Fn
— Л

П|
Яn ) and

for the method of minimal error (H n=A*Fn ). Condition number bounds for the
coefficient matrix in (4) or (5) are obtained. Applications to Volterra integral equation
of the first kind are given.
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