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В. ВААТМАНН

МИНИМАКСНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЯ ЛИНЕЙНЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

V. VAATMANN. LINEAARSE DÜNAAMILISE SÜSTEEMI OLEKUFUNKTSIOONI
MINIMAKSHINDAMINE

V. VAATMANN. MINIMAX STATE ESTIMATION FOR LINEAR DYNAMICAL SYSTEMS

(Представил H. Алумяэ)

Рассматривается минимаксное оценивание состояния дискретной динамической системы
рекуррентными уравнениями типа Калмана—Быосп.

Пусть «-мерный вектор Xt удовлетворяет уравнению
(1)

а

где A t , t=o, 1, ... , невырожденные яХл' мат Р нЦ Ьl - информация о кото-
рых ограничивается заданием условий Air Ä t е Kt, где ÄJ транспо-
нированная к A t матрица, Kt заданные множества из евклидова про-
странства К пХп

, C t известные Начальное значение х0
в системе (1) и входные возмущения et, u t , t= 0,1, ...

, есть взаимно
некоррелированные случайные векторы, средние значения которых
Ехо = то, Ещ —Ещ = О и ковариационные матрицы Е[ {х0 — X
X (*о то) ] т '= Е (es eT

t
) = R t ös,t, Е {v s = Q t ös,t считаем из-

вестными, причем Qt, t— 0,1, ... , положительно определенная мат-
рица. Через Е мы обозначили оператор математического ожидания
и через ös,t символ Кронекера.

Пусть процесс xt, t'= 0,1, ..
. , недоступен наблюдению, наблюдать

можно лишь значения yt, i= 0,1,
...,

t, несущие в себе неполную
информацию о значениях xt. Требуется в каждый момент t -j- 1 оценить
оптимальным образом значения xt+\ по реализации у0 г = {уи i
= 0,1,

А А

Мы ограничимся рассмотрением линейных оценок лу +1 вида xt+ \ =
t

= JtJ Liyi-{- с, где Li, i= 0,1, ... , t, n X m-матрицы, с ц-вектор, а
г=o

под минимаксной будем понимать такую оценку, при которой вектор с
определяется из условия несмещенности оценки при точно заданных
матрицах Ai, а матрицы L ž , р= 0,1, ... ,

t, определяются из условия

(2)

При фиксированных матрицах Ai, i— О, 1, ...,/, Р. Калманом и
Р. Бьюси получен метод рекуррентного определения оптимальных оце-
нок, который оказался весьма удобным при практической реализации
оптимального оценивания. Оказывается, что в некоторых случаях
оценки, оптимальные в отношении критерия (2), определяются тоже
рекуррентными уравнениями,
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Xt+i=Atx t+et ,

yt = C t Xt+ut , t=o* 1,

max E[ (%i - +i) T (xf+i - %i) min.
A'i A t <= Kp i=o, 1,

....
f
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Теорема. Пусть xt минимаксная оценка вектора состояния x t си-
стемы (1) с ковариационной матрицей ошибки оценки D t и пусть

i= 0, I такие замкнутые ограниченные выпуклые
множества, что существует шах AtPjAт

г , т. е. существует A it ЛДЛ* е
A

T
i Al еKt

е Ки так что

где Pi =D i -D i Cri {C iDiC*+Qi )-lCiDi , i=0,1, t.
Тогда линейная минимаксная оценка состояния системы (1) в мо-

мент t -]- 1 по наблюдениям уO , у\, ... , y t определяется рекуррентным
уравнением

(3)

где D t максимальная ковариационная матрица ошибки оценки,

Доказательство. Предположим сначала, что матрицы А O ,
А\, ...

...
, А i— j фиксированы имы хотим определить A t так, чтобы линейная

оценка Xt+i по у0 * была минимаксной в отношении матрицы At. Вместо
того, чтобы искать оценку Xt +] по z/o f

, воспользуемся некоррелирован-
ными векторами у' o, у'\, ,

гЛ, которые получены по наблюдениям с
помощью процедуры Грама —Шмидта. Таким образом получим у\ =

А А.

= г/г CiXi, i= 0,1, ... , t. где хг- наилучшая в смысле среднеквад-
ратического отклонения линейная оценка вектора х { при фиксирован-
ных Aj, /= 0,1, ... , i.

Учитывая взаимную некоррелированность векторов у' o, у\, ... , y' t ,
e t и невырожденность матрицы A t, мы можем ограничиться оценками
А д А А

xt+\ вида Xt+i=At{xt-{-L {yt C txt ) ], где L— п X m-матрица.
Преобразуем выражение ошибки оценки. Буквой I обозначим еди-

ничную п X я-матрицу и символом tr Т след матрицы Т:

(4)

Vxceß”, VA it Ä*Ai^Ki,

xt+i=Atxt -\-A tDtCt ( CtDt Cr
t ~{-Qt) 1 (yt Ctxt ),

А

0)

Dt+i'=AtPtAr
t
-\-Rt,

Do=Rq.

А

min max E||* w xt+i\\ 2=
L e HnXm A t

T A t <= Kt

А. ' А,
= min шах Е [ {хш xt+i) т {xt+i хш) ]=

L А,

А А.

min max tr Е[ {xt+i xt+i) [xt+i Ar<+i ) т ]=
L A t

= minmaxtr E {[A t {{l LCt ) {xt xt )+Lvt ) e t ]X
L A t

X[A t {{l LCt ) [xt xt )-\-Lvt ) et y)=

= minmaxtr{y4*[ (/ LCt)D t {l LCt) T-{-LQtL T ]A* =

L At
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(5)

Так как оптимизируемая функция в выражении (5) непрерывна, вы-
пукла по L и вогнута (линейна) по At TAt, то в силу теоремы 37.3.2 [*]

можем изменить последовательность оптимизации:

(6)

Нетрудно проверить, что оптимизируемая функция в выражении (6)
принимает минимальное значение при L DtCt T {CiDtCtT -\-Qt)~l

- Сле-
довательно,

Существование этого максимума вытекает из следствия 2 теоремы
32.3 ['].

Из выражения (4) видно, что ошибка оценивания достигает наи-
большего значения, если матрицы Ао, А ь ... , И/_, выбрать так, чтобы

А А А

матрица Di была максимальной, т. е. хo,' Х\, ...
, x t~\ надо выбрать ми-

нимаксными. Теорема доказана.
Замечание. Чтобы показать применимость теоремы, отметим, что
если, например, матрица Ai, i —0, 1 t, имеет вид Ai CiÄi, где
Ai известная матрица, а с { неизвестный скаляр из заданного про-
межутка, или если матрицы Л ?-, Р г -, i= 0,1, ...

, t, диагональны и
каждый элемент матрицы А { принадлежит заданному промежутку, то
условйя теоремы относительно матрицы Aif i= 0,1, ... , t, выпол-
нены.
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= min max tr {[ (/ LC t )Dt (/ LCt) T+LQ tL T ]Aj At-{-Rt}-
L At

л

min шах ЕЦхм-i — xt+i\\^=
L e R nXm A,T At

<= Kt

= rnax min tr{[ (/ LCt)D t {l LCt) T -{-LQtL T ]At A t-\-Rt}.
A,T A t eKt L s fi" X,n

min шах E||^+i — xt+i\\ 2 =
L^R nXm A*A t<=K t

= max tr{[Z)* D t C t {C tDiC t -\-Qi)-lCt 'Ä t -\-Rt} =

A* At e Kt
= max tr {PtA* A t -\-Rt )

At
T

At eK t
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