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Л. САРВ

ОДНО СЕМЕЙСТВО НЕЛИНЕЙНЫХ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ

(Представил А. Ху мал)

Для решения операторного уравнения первого рода в гильбертовом пространстве
изучается одно семейство нелинейных итерационных методов типа наискорейшего
спуска. Даются оценки погрешности в случае априорного задания числа итераций и
при останове по невязке.

1. Пусть Д ей([/,F) линейный ограниченный оператор из гильбер-
това пространства U в гильбертово пространство F. Рассмотрим урав-
нение

(1)
Область значений 9ЦЛ) а F оператора А, вообщем, незамкнута, но

предполагается, что нулевое пространство 9? (Л), вообщем,
нетривиально. Пусть вместо оператора А и элемента f заданы их при-
ближения Лп е Й(£/, F ) nfoef такие, что ЦЛт, —А || и ||f fö ll б,
ре (0, г|о), б е (0, бо) •

Для решения подобных задач разработаны различные регуляризую-
щие алгоритмы [ l2 ], среди которых большой интерес представляют
алгоритмы, в основе которых лежат итерационные методы. Линейные
итерационные методы подробно изучены (см., в частности, [3~6 ]). Нели-
нейные итерационные методы рассматривались в [ 7-9 ].

В настоящей работе для решения уравнения (1) воспользуемся ите-
рационным процессом (см. [ 10 ])

(2)

Здесь <= £(/% U) сопряженный сА л оператор, а а —1 про-
извольный вещественный фиксированный параметр. Обозначим через
и* ближайшее к w0 решение уравнения (1). Относительно начального
приближения «о будем предполагать, что и0 —и* не является собствен-
ным элементом оператора А*А.

Сформулируем основные результаты, которые справедливы при
а 0.
Теорема 1. Если п=п{ б, г|) выбрать так, чтобы п-+ со и
(б -ф -р) п' /г -+ 0 при б, ц -+■ 0, то

(3)
Если при этом известно, что

(4)
и выбрать П== £р, г (б -)- г\)~2№р+'\ tq молено оценить ошибку
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(5)
Сформулируем теперь два правила останова для итераций (2) по

невязке [ s ].

Правило останова (П i ): зададим числа b i > 1 и Ь*ф> ||й*||; итерации
остановим на таком п = п (б, ц), для которого впервые Iknll -j- b*r\.

Правило останова (П2 ); зададим числа Ь\ >l,ö2 > 1 и а~р> 0; ите-
рации остановим на таком п = п{6, г\), для которого впервые выполнено
хотя бы одно из неравенств

Теорема 2. Для правил останова (П[) и (П 2 ) при б, х\ ->■ 0 справед
ливо

В случае точно заданных Ли/ метод (2) был изучен в [ ll_l3 ]. Для
метода (2) са= —1 в [9 ] доказано утверждение (3). При этом пред-
полагалось, что (б т]) п 0, п-+оо при б, г] —>■ 0. Для а= 0 в [7 ]

доказано, что правило останова (Hi) является регуляризующим алго-
ритмом.
2. Прежде чем перейти к доказательству теорем, сформулируем четыре
леммы. Обозначим tyn '= ип и*; >= Fx, Ех спектральные
функции операторов и В А . Они связаны соотношением QFxQ* = Ех,
где — частично изометрический оператор, фигурирующий
в полярном представлении оператора Л л == QDД2

.

Здесь и в дальнейшем буквой с будем обозначать константы, не
зависящие от б, ц, п.
Лемма 1. Для итерационных процессов (2) с а>o существуют кон-
станты р, у такие, что

(9)
(10)

и существует t 0 » 0 такое, что для всех (О, г'о]

(11)
(12)

Доказательство. По условию щ— и* не является собственным
элементом оператора Л*Л. Нетрудно заметить, что при достаточно
малых б, г) начальная ошибка щ — и* не будет собственным элементом
и для АЦ *АЦ и тогда итерации (2) существуют при всех п, т. е. г п Ф 0,
п'= 1,2, ... .

Из (2) можно заметить, что е п 1/11Дф! 1/(ЦЛЦ + г]о) 2 =р. Из
(2) получаем также равенство

(13)
Отсюда вытекает ряд равенств:

( 14)

II Un М< с'р.г(o-Ит) 2р/(2р+l)
-

lkn II 6i6-|-Ö2II н п II T), {bib+b 2\\un \\ т]) 2
.

(õ —|— г] ) 0, \\ип и*||->O. (6)

Если выполнено (4), то

n{6, T])^Cp>r (õ+ri)- 2/( 2P+ 1), (7)

Il un (б+л) 2p/(2p+l) - (8)

o<p^Bn^Y<°°>
Iknll 2 lkn+i|| р {Вф п, г п ),

liinil — föII,
\\Ещ п\\ \\Etrn-i\\.

fn+l —fn ЕпВцТ n•

{B^rn , rn+i)=О,

(B a+'r n , fn+2) Bn+l {Ba+l rn+i, fn -]-i rn ) /en Bn+l f-n+i, /бп»
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(15)

Обозначим для краткости аП '=\\В^а+^,2р п\\- Из (14) находим
En+i/бп ап+2ап/а2п+ \. Перемножая последние неравенства для п =

= 0,1, ... , k —l, получаем

(16)
В силу (15) имеем е/щ^2 Eh+icfijk+i. Последнее вместе с (16) дает
eh4h+i^eoa0 2Jai2, откуда получаем

где В =АА*, х= Аи0 f\=A{u o и*). В силу неравенства моментов [ lo ]

знаменатель неотрицателен и обращается в нуль только тогда, когда х
является собственным элементом оператора В. Но тогда и 0 —и* явля-
ется собственным элементом оператора А*А, вопреки условию. Итак,
с < оо. Из последнего вытекает существование константы у (см. (9))
для достаточно малых Õ, ц. Заметим, что у существенно зависит от
начального приближения.

Из (9), (13) и неравенства моментов получим

что доказывает (10).
Из (13) можно получить

Если для последнего выбрать /o |= 1/y. т0 Для А, е (0, /0 ] имеем
(1 'Кгп-i) 2 1, что и доказывает (12). Из (2) находим, что

откуда

Из последнего для t е (0, /0 ] следует (11). Лемма доказана.
Утверждения (9) и (10) для ai= —1 были получены в [ 9 ].

Лемма 2. При р >■ 0 справедлива оценка

где w±.yi{A), Aw=Av, s=0,5-min(l,p).
Доказательство. Обозначим D=A*A. Имеем Dpv=Dpw =

= — Следовательно,

(18)

Первый член в (18) можно оценить

(Б« r n,
rn+2 ) = (Б“ rn , r n+i) = (Б« гп+и гп+l ),

r n, fn) (-ö'“ Г- n+l, n+l) —£n n, r n ),

Бп [В^^Рп, Рп) Bп+l {В^~^Рn +i, Р n+l) ( [Рп Рп+ 2) ,Рп Рп+г)

eh^Go{ah+iJah) (flo/fli).

TI) =l|£jej {Ba+lro, r0 )/(5«+V 1, r v ).

Имеем lim у (ö,rj ) = \\Ä\\ z {Ba+lx,x)J[ (В а+Зх,х ) (Ba+lx,x) (Ba+2x, л:) 2 ] =с,
б,Г|->-0

liinil 2 Ikn+lll 2—2еп(Я„Г п, Рп) Бп {В°^^Рп, Гп) {В2 ГП) Гп) J (В“+ 2Гn, Рп)
1| *f| 1|

8 п {В^Гn, fn) |3 {ВПГn, fn) ,

||£*г„|М[ / (lß^en-i)^ll^rri _i|| 2 ]i/2 .
о

фп — фп—l 6n— l/4* + [Ax]U* fö) ,

(1 -Яе«-1) 2с?||Еяфп-1|| 2 /Ы||А(Дл«*-Ы112 ]^.
о о

, \\E tA r] {A*A)Pv\\^tP+ 14z\\Ftw\\+c 4ts, (17)

w\\+ \\E tÄn(Dp —Dp)w\\.
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(19)

Оценку второго члена проведем отдельно для 0 < р < 1 и 1. Пусть
сначала р 1. Из [ l3 ] известно, что тогда ЦПп р Dp\\ Cip. Следова-
тельно,

(20)

Пусть теперь 0 < р <С 1. Тогда

(21)

По формуле (14.16) из [ l4 ] имеем

(22)
Учитывая, что 1 {xl +D) 1 = {xl l [A*^{A — Лт,)-|-
+(Л* - л;) л ](*/+£>) -E имеем для 1 х < оо оценку

\\o('-рЩ {xl+Dr,)- 1 (х/+/))- 1 11^Н^иа-р)/2 (Илl1 |+1И11)л^2
>

а для 0 < х < 1 оценку
|| (x/+Z),)-i-(x/+Z))-i]l|<2rix-i-P/2.

После интегрирования в (22) получим ||ПТ/ 1“ Р ' /2 (ПТ1 Р — Dp ) Ц с2г\. По-
следнее вместе с (18) (21) доказывает лемму 2.
Лемма 3. Для итерационного процесса (2) справедлива оценка

(23)

Доказательство. Заметим сначала, что в силу монотонности ||г п ||

(см. (10)) верно
(24)

В силу (12) имеем для t е (0, 1/у]

Так как гo=Л л мо /б=Лтl фо+Л т,м* — fe, то
(25)

(26)

Если в последней оценке при t 1/v первый член меньше, чем второй,
то, положив t = 1/у, имеем (см. (24))

В противном случае оценку (26) можно минимизировать по t и
Ain е (0, 1/у],

Подставляя последнее в (26), получим

(27)
Теперь фиксируем b>■ 1. Имеются две возможности: или |(

b(б + цЦшЦ), или \\гк \\ Ь{б -j- т)Ц«*||), В последнем случае в силу
(10) и (27) имеем

ЦПИпПл ш||

11£*Лт](£>р \\ш\\ц№.

\\E tA n {Dp Dp)w\\^tPl 2 \\D^~pV 2 {Dp Z)p) ЦЦкуЦ.

оо
Z)(i-p)/2 (Dp —DP) = {sinpn)p-i f (xZ-j-Dn)- 1 {xl+D)~l ]dx.

о

(Bnr„,r„)<c(rt-i+62+ri2).

(Л ТI /' п,г,)^l|Лгl ll||Гп|| 2 <ЦВТl |||l/'оll 2^сl .

||г„||< ||£*ГП Ц + (V». Гп) 1/2Д (V«/n)

Iкпll<^2 ||Е <гl)оll+(o Тlгп,/- п )йа//1/2+б+л 11^11,
\\Гп\\^т^о\\+(В^п,гп )^/т^6+г\\\и.\\.

||rn |K2Y 1/2(Vn^n) 1/a+õ+Till w*lK c 2{B T1rn ,rn)i/4+6+Tillw*|l.

(Vn, fn)

||г п lКсз(oл гп ,г п )l/4_|_o+пllш||.
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(28)

Если сложить это выражение для k—\,
, п, то получим

Следовательно,
||гп || 1/2 , b (б-frj |(«*Ц)} с5/г~ l/2+& (б+т]llм*||),

что вместе с (24) доказывает лемму.

(29)

Лемма 4. Для итерационных процессов (2) с а > 0 справедливо соот-
ношение

(30)

если выполнено (4), то

(31)
Здесь b > 1 константа, а 0 < q {п, б, ri) < с такая, что

Доказательство. Оценки (30) и (31) можно получить по схеме
доказательства (29). Докажем (30). Возьмем а (п. 6,131 е (0, 1/у] такие,
что Игл а{п, б, г))—0, а (п, б, р) х (tt-1-fõVfr]2 ) 1/4

.

п->-оо ,6->o,г|^-0

При t е (0, а{п , б, г]) ] из (25) получим

(32)
Если при /е (0, а(я, б, л)1 пепвый член в (32) меньше, чем второй, то в
силу выбора а (я, б, л) и леммы 3 имеем

(33)

В противном случае, минимизируя (32) по /, имеем tm - (0, а{п, б, г]) ]

и
(34)

Последнюю оценку и оценку (33) можно записать в едином виде

(35)
где lim (li(n, 6, r]) =0 и 6, r]) <C.c. Действительно, в слу-

n-v00,6->-o,ri->-0
чае (33) имеем \i(n, б, -р) =с2 {ВУ]гп, г п ) УB

, а в случае ('34) iii {п, б, и) =

= 2|]/7а ( Пlб,Т) )'фоll. С помощью теоремы Банаха —Штейнгауза убеж-
даемся, что || Ра(п, б,лУфоИ-*- 0 при оо, г]~->-0. Действительно,
llF а(п,б,п)l! 1 1 фо е 9^(Л) 1 а для элементов вида ф=Л*Ли
имеем

1 1 |3 (Д/fa-i, гk—i) р Г
_

õ-fiflM ?

Ikftll 2 Ikk-ill 2 "" |kftll2 lkfe-ill 2 сЛ lkfe-ill J

Iknll2^^-1.

IknlKeK ö,rj) п~1'г -\-Ь (ö+t]llm*i|)

II fnll Q {п, б, р) n-P-i/2_|_ Ь(б+Т| II и*\\ ) .

lim д{п, б, г])=o.
П-*оо ,6-^O,ll-э-О

Iкпl|<^ /2 1!/Га(пДгl )фоll+(ВТl ГпПгг) 1/2Д 1/2+б+л11«*11-

Лгп||<2(В,гп,г,)«/а(п, 6,r))‘B+e+rill«.lK
<с2 (Я лгп ,г„)а/B+o+Тll|к.ll.

|lrrl lK2||Fa(n,6.Ti)4)ol| 1/4 (^''n,rn ) 1/4+6 + W *II-

б. Л) M 1/4+6+TIH M*H>

[|fa(n,6,Ti)lf| lI Fа(п,б,г))Л * -f lIF a(n,6,ri) — Ä*Ä ) ü]|

(/г, õ, г)) ||иЦ-}- +ЦЛ II) г] IМ|*-* 0.
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Следуя схеме доказательства леммы 3, вместо (28) имеем

Если сложить последнее для k=\, ... , п, то ||гп || р(я, б, r\)n~ V
2,

где д{п, б, г)) определяется из

Легко убедиться, что lim д{п, б, ц)—o. Вместо (29) теперь
п-мэо, б—>-0, Т)-—>-0

получим (30).
Докажем (31). В силу леммы 2 можно аналогично (25) получить

ДЛЯ t GE (0, 1/у]
(36)

Фиксируем сколь угодно малое j.i >O, f (p,/c) 1/у. Тогда
cts (.1 для всех t е (0, Возьмем опять а{п, б, г]) е (0, f] такие, что

Игл а{п, б, г]) =O, а{п, б, rj) 4 (п- 1+б2,+'П 2 ) 1/(4р+4)
-

гг->-оо, б->- 0 , г]->-0

Если при t е (0, а (п, б, ц) ] первый член в оценке (см. (36))
(37)

меньше, чем второй, то в силу выбора а{п, б, г]) и (23) имеем

Цг„|| гп ) il2Ja( п , б, л) 1/2+o+л (llм*Н;+|Д

В противном случае, минимизируя оценку (37) по t, получим min е
е (0, а{п, б, г]) ] и

Подставляя последнее в (37), имеем

(39)

где q {n, ö,r\) =2[{2p-\-l)\\Fa(n,ö,f])W\\y№p +2\ Такую же оценку можно
получить иот (38), полагая q{n, б, л) = (Л,/п, гп ) 1/( B р+B >.

В силу (10) и теоремы Лагранжа имеем

Фиксируем Ь' > 1. Есть две возможности: или

l|rfc||^fr/(6l+rilM+TiP'), или 11га||>Ь/ (6+тl||«*||+тl(l).
В последнем случае в силу (39), (40) имеем

1/1Ы12 l/\\rk-i\\ 2 <cJii{k~ 1, Õ, л).

1/q2 (m, б, Г]) =c3n~ l 2 —1, 6, T]) ].
h= l

II ГпII <<Р+lЙ||f,®||+ (В„Гп, rn ) S+ n (II II

lIГ П II < tP+'l* llFa(nAn)w\\ + (В ц г п , Гп) 1/2+ б+ri(II U.|| +ц)

Cs {Вц гп , Гn ) (4p+3)/<B P+B)_j_ Õ-f-T] (II (J,) . (38)

Onin—([ (ВцГ п, Гп) 1V ( (2Р~Е 1) || Fа(п,б,У])№ II ) ] Й(Р+O.

Iknli {n, ö, г]) (B^rn, fn) ( 2^+l)/(4p+4)-)-6,-|-t] (||w*||-f-|i),
Hm q {n, 6, ri) =O,

n->oo ,6->o,ri^>-0

p (В„Гn, r n ) ЦГпЦ" li/”n+l|| 2^
<(2р+l)||г„||‘гдар+l>[||г„||ЭД2р+l)_!!/•„+,||ЭД 2!.+l)].

1 1
_

|k*_i||W2p+l)_|| rft ||2/(21,-H)

lk*-ill 2/(2p+l) lk»ll 2,‘ 2',+1 »ll»-ft-i|| 2/(2!>+i)

, Р {ВцГк—l, Гh—l)
"" (2р;+l)||/-ы||( 41>+‘)Л2Р+<) 58

P 17, б+Т)||«.|Ц-Гl|l м„, и , .

>

(40)



Аналогично доказательству (30) получим при сложении для k =

=l, ... , п оценку Iknll д{п, б, г])п~~р~ 1/2
. Следовательно,

откуда ввиду произвольности b' > 1 и р, > 0 получим (31).
3. Доказательство теоремы 1. Из (11) имеем

(41)
Отсюда и из (30) получаем

Если выбрать t = t ( п ) «= с 2/ {с\п), то

(42)
Аналогично доказательству леммы 4 можно убедиться, что ЦТ+прМ ->■ 0
при т| —>- 0, б ->- 0, п —оо. Тогда по условиям теоремы к нулю стремятся
и два остальных члена в (42), что и доказывает утверждение (3).

Пусть выполнено (4). Из [ l3 ] известно, что

Аналогично (41) можно из последнего, (11) и (31) получить

||+«|| <^||п||+яуД2 (б+лl+*||)+СзП-^ 1/2/Д 2+с4 (б+гl)/Д2+

Минимизируем первый и четвертый член по t. В результате получим

Минимизируя последнюю оценку по п, получим п ср ,г (б + г\)~ 2/(-2р +1)

и заодно оценку (5). Доказательство теоремы 1 завершено.
Доказательство теоремы 2 для правила останова (П|). Пусть
п = п{6, г]) индекс останова. Тогда ||rn || b\B -(- Ь*г\ и из (41) полу-
чим

(43)

Если в процессе г]->O, б->0 индекс останова я (б, л) остается огра-
ниченным, то первое утверждение (6) очевидно, а второе получим,
выбрав в (43) t=(б + л) а

, а е (0, 2).
Пусть теперь п( б, л) ->■ °о при б, л ->■ 0. Из (30) для k n{ б, л) 1

следует

или Сз(б + л)k ]/2 Q {k, б, л), откуда вытекает первое утверждение из
(6), а второе гарантирует уже теорема 1.

Пусть выполнено (4). Аналогично (41) и (43) можем записать

267

R Г/ 1 \ / l(4p+4)/(2p+l)

Iknll {n, 6, r])n~p~ li2
, b' (ö+ri || w*|| +гци)

< Q ( П, 6, r\)n-P- l'2 -\-b' (б-f- Tl II U* II +ТЦ.I) ,

+ +

(Iknll + õ+rilMl)/ 2̂ -

П'фпП l|/r A[l o |H-CiH/1/2 (6+T]) H-Q (/г, б, Г])П- 1/?// 1/2+С2(O +Г])// 1/2.

liinil ll^ #(>г)'Фоll —f—(ö—l“Г]) H 1 /2-)-C4Q (п, б, Г]) .

||F t {А *A) pv || < tv || uil +(1 -f1 In г] |) nmta(1’2p) ll уII •

+ (l-l-|lnri|)Ti min( 1 >:2i5 ).

/=[С4 (б+п)/(2р||п||)] 2Л2Р+ 1),

II lpnlK Cs (Ö +T) ) 2p/<2p+l)-^ 6n (Ö+T)) (2p+2)/(2p+l) + (ö+y]) -1/(2р+l)/г-р-1/2,

П'фпП ||-Е/фоП“Е Cytl (Õ+T|) / 1/2-f C2 (6+Tl)// 1/2.

M+£mi< IЫI {k, б, (б+Г)l|И*Ц),

|lфп||^^|l^||+Сl (o+Гl )пД2 +С2 (б+Т1)/Д2+(l+|lпГll)гlт1п(1.2Р).
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Минимизируя первый и третий член по t, имеем

Если я(б, г]) остается ограниченным при б, т]->O, то выполнение
(7) и (8) уже очевидно. Если же я-> оо при б, р 0, то из (31) для
k я(б, Г]) 1

или Сб(б + л)£2/{2р+l) е(&, б, г)). Последнее вместе с (44) завершает
доказательство правила останова (ТВ).

Доказательство теоремы 2 для правила останова (П2 ) основывается
на изложенном и проводится по схеме из [ s ].
4. Так как информация об итерационном методе

(45)

использовалась лишь в виде свойств (10), (11), (12), то результаты
можно обобщить. Справедлива
Теорема 3. Утверждения леммы 3, леммы 4, теоремы 1 и теоремы 2
справедливы для любого итерационного процесса (45) со свойствами
(10), (11), (12). Здесь R:U~+U любой (может быть и нелинейный)
оператор, зависящий от fe, Лл .

Основные результаты настоящей статьи анонсированы в [ ls ].

В заключение автор выражает глубокую благодарность Г. Вайникко
за постановку задачи и за многие полезные советы.
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L. SARV

MITTELINEAARSETE ITERATS lOONIMEETODITE PERE MITTEKORREKTSETE
ÜLESANNETE LAHENDAMISEKS

On vaadeldud operaatorvõrrandit (1), mille operaatori (U,F on Hilberti
ruumid) kujutishulk 3\(A) võib olla lahtine, s. t. pöördoperaator (kui ta eksisteerib)
pole tõkestatud, ning operaatori A ja võrrandi parema poole / asemel on antud nende
ligikaudsed lähendid Ац ja f e. Operaatorvõrrandi lahendamiseks on kasutatud iterat-
sioonimeetodite peret (2). Parameetri a erinevate väärtuste korral kuuluvad vaadelda-
vasse peresse kiireima languse (cc=o) ja vähima hälbe (a=l) meetodid.

Mittekorrektse ülesande lahendamisel tuleb iteratsioonid teatud sammul peatada.
Artiklis on vaadeldud peatumisindeksi aprioorset etteandmist (teoreem 1) ja valikut
hälbe järgi (teoreem 2). Mõlemal juhul on tõestatud koonduvus ning antud ka koondu-
vuskiiruse hinnangud.

L. SARV

A FAMILY OF NONLINEAR ITERATION METHODS
FOR ILL-POSED PROBLEMS

Let A be a bounded linear operator between two Hilbert spaces, with the range of А
not nccessarily closed. Operator equation (1) is examined, where instead of exact А
and f their approximations and /6 are given. For solving (1) the family of itera-
tion methods (2) isused. From (2) we get for ct =0 the method of steepest descent and
for a=l the method of minimal deviations.

The regularization of ill-posed problems by iteration methods is usually realized by
stopping the iterations at a certain step. In the present paper the theorems of conver-
gence are proven and error estimations are deduced for a priori given stopping index
and for stopping according to deviation.
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