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Б. ШИФРИН

МЕТОД ИТЕРАЦИЙ И УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ТИПА НАВЬЕ—СТОКСА

(Представил А. Ху мал)

1. Уравнения, связанные с задачей Навье —Стокса

Поля скоростей н давлений вязкой несжимаемой жидкости в ограни-
ченной области Пс= R rn при условии прилипания на границе описыва-
ются в стационарном случае системой уравнений *

(1)

Пусть H= ( W 2 (Q)) 2
, /=(v e H : div v = o}. Задача (1) в слабой

форме состоит в нахождении такого и &/, что (см. [ l_2])

(2)

Ниже рассматривается уравнение более общего вида

(3)
Уравнения такого рода возникают при аппроксимации или «возмуще-
нии» уравнения (2) в связи с введением того или иного численного
метода (конечноразностные или конечноэлементные или галеркинские
аппроксимации, метод штрафа, искажение конвективного члена и т. д.).
Здесь V некоторое гильбертово пространство (чаще всего, но не обя-
зательно, dim V <С сю); предполагается, что Viiy, Vy, Wy (ниже u, v, w)
имеем

(4)

Задачу (2) можно трактовать как частный случай (3) с V— J,
v = v. Достаточным условием однозначной разрешимости (2) является
(см., напр., [ 3 ]) неравенство

(5)

с с = 1. Обоснование этого результата опирается на специфическое
свойство формы /г: /г (и, и, и) = 0 Vug /.

В случае общего вида уравнения (3) дело осложняется тем, что
* Здесь принято традиционное соглашение о суммировании по повторяющимся индек-
сам, т 2 или 3.
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форма % может уже не обладать аналогичным свойством, а также не
быть трилинейной (см. [4 ]).

В данной работе рассматриваются простейшие итерационные про-
цессы для решения (3); одновременно исследуются условия однознач-
ной разрешимости в сравнительно общей ситуации. Показывается, что
при замене (2) на (3) достаточное условие (5) сохраняет силу со зна-
чением с = 1/4 (тут требуется ряд уточнений; в частности, имеется в
виду однозначная разрешимость в окрестности нуля). Для некоторых
конкретных уравнений это значение с указано в [ s>6 ]. В случае трили-
нейной формы % оказываются эффективными результаты [7 ], касаю-
щиеся процесса Ньютона—Канторовича.

Уравнение (3) рассматривается ниже в равносильной операторной
форме; мы полагаем

Наличие скалярного произведения в К не является существенным в
рамках нашего подхода.

2. Описание класса уравнений

2.1. Ниже X, F банаховы пространства; А <=L{X,F) непрерывно
обратимый оператор,

(6)
Рассмотрим уравнение вида

(7)
где отображение й : XXX-v F обладает, по предположению, следу-
ющими свойствами **:

(П1)

Отметим, что условия (П1) влекут за собой ®(0, у) = 0 и
(8)

Таким образом, эти условия симметричны относительно х, у; учитывая
это, примем для определенности Ni N 2, т. е. N\ = Nmin , N 2 = JVmax;
ниже Ni (JVi + JV2 )/2.
Замечание 1. Более сильными ограничениями будут (П 2) и (ПЗ),
причем (П2) означает замену б) (или в)) на б’) ®(х, у) линейно
по х (или по у),
(П 3) требование билинейности и непрерывности ®. ,
В обоих случаях N\ = N 2 JV.

Уравнение (7) можно записать еще в виде

(9)
В связи с этим введем следующие обозначения:

(10)

** Ниже вместо \\х\\х, ЦЛД, ||Л-I ||*-_;С и т. д. мы используем запись \\х\\, ||/||, ЦЛ- 1 ))

и т. д.; к недоразумениям это не приводит.

ä (u, w) == (Ли, w) v, %(u, v, w) (u, v), w) y.

И~IЦ м<лг1 (v>o) .

Ax+®{x,x)=f,

а) й{х, 0)=0,
б) ll® {х\ у) - Я {х\ у) 1| < - х*|| ll у\\,
В) ll® (X, У') - Ü {х, у2 ) II < N2 \\yi - уг || Ц*||

(Уд:1
,
*2

,
уl

, г/ 2
, х,уе=Х).

ll® (*, у) II <ATminllJc|| \\у\\ (JV min:-=rnin (JV ь JV2) ).

Gx:=x+A~*St{x, x)*=Ä~l f.

Y:=v-‘OT, Pi:'=v-Wi ({=l,2), xi r=4vPi=4iV<v-s||fl|.
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Условимся также для нелинейного отображения R:X\->Х2 использо-
вать обозначение \\R\\ = sup (Ц/?лсЦ/Ц jc|| ), если эта величина конечна.

Ясно, что при этом ||i?i/?2ll WRzW (^i : Х\ -> Х2, Rz : Х2 .

2.2. Оператор G обратим в окрестности нуля. Это вытекает из форму-
лируемой ниже леммы (см. [B ]). Пусть Ш(0, г) ={хе X : ||xll <г} и
пусть отображение 4 я : Ш(0, г) X таково, что Vx, г/е 111(0, г)

(11)

Лемма 1. При условии (11) отображение Ф: =l+ W (Ф (х) =

= x-j- xF(x)) накрывает шар Ш(0, (1 — а) г) и имеет в нем обратное
отображение, удовлетворяющее условию Липшица с константой
1/(1 «) •

Отметим, что отображение V (х): = Л~ I®(х, х) удовлетворяет усло-
вию (И) с а = 2N\~x r = 2(3г. Действительно, на основе (6) и (П 1)
это сразу вытекает из представления

( 12)

Итак, применяя лемму 1 к G= I -j- 4я
, приходим к выводу, что при

достаточно малых ||f|| (или у) уравнение (9) однозначно разрешимо в
шаре Ш(o,г) с г<б (2(3)~ 1

. Этот результат имеет качественный харак-
тер: непосредственное применение леммы 1 порождает слишком жест-
кие ограничения на \\f ||.

3. Условия существования решения

3.1. Введем отображения L{a) положив

YaW =Л-I®(х, а), L{a)x=x-\-A-*St{x,a) '(Vxel). (13)
Пусть D:= {а еX : 3L~l {a) ; Х-+Х}, S : а\-> Sa=L-i (a)A~ l f
Наше уравнение (9), или, что то же самое, L{x)x=A~ I f, можно, таким
образом, представить в области D в виде

x=Sx. (14)
Покажем, что во всяком случае Dиз Ш(0, (Л -1 ). Действительно,

при ||аЦ < (З- 1
! имеем а: = v-Wi||a|| = pillali < 1 и||Чг а (л:) Wa {y)

— у\\ =а\\х у || (Vx,//eX), Таким образом, по лемме 1
(применимой здесь для Vr 0) отображение L(a) накрывает все про-
странство X = L{a)X и обратимо в нем, причем L~ l (а) удовлетворяет
условию Липшица с константой (1 a) -1 =(1 Pillall) -1 .

Отметим еще, что L(a)0 =O, так что L _1 (a)0 =O, а потому
\\L-i{a)x\\= \\L-i{a)x L- 1 pilla ll) -I IWI. или

llH(fl)IKl/(l-PilN)- (15)
3.2. Нетрудно указать условия, при которых 5 отображает в себя неко-
торый шар Ш(0, г) (r<pi_1 ). Имеем

(16)
Здесь X(r) возрастающая на [O, |3i-1 [ функция

(17)
Если теперь выбрать г так, чтобы %{г) г, то согласно (16) при
||а|| г получим

XF (0) =O, — — y\\,

л- 1 (ft (xi, xi) ® (x2, x2 )) =Л-l ({& (xl, xl) Ä (xl, x2)) +

Н-^* 1,*2) —s(*2,*2))).

||Sa||<||L->(a)||lH-‘||Uf|Kv-> |lШ(l - МЫ) =у/П - MM) =

=MM).

Mr):= Y/(l-Pi0-
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(18)

т. е. S(Ш (0, г) ) с: 111(0, г) . Итак, достаточно потребовать а (г) г,
пли

(19)

Правая часть (19) максимальна при г г*: = (2(3 1 ) _1 . Таким обра-
зом, при г = г* получаем наименее обременительное ограничение (га-
рантирующее 5(111(0, г)) с= Ш (0, г) ), а именно; у r*/2 =P~'i/4, или

(20)

Сказанное можно несколько уточнить. Именно, при (20), согласно (16),
имеем

(21)
3.3. Лемма 2. Пусть а\а2 е Ш (0, Pi~') . Тогда

(22)
Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся, что
\\Т{а-) — L (а 1 ) \\ Х -+х v^A^üa2 а 1 !! РгНа 2 а 1 ]!; кроме того,
\\Е~1 (а г ) || (1 Pillaul) -1 (i •= 1,2). Воспользуемся представлением
5a 1 5a2= {L~l (a 1) L- 1 (а2) ) A- lf—L~l (a 2 ) (L(a 2 ) L (a 1)) [-• (a 1) A~'f,
откуда 115a1 Sa 2 || iIL-Ha 1)!! \\l~'{а2 )\\ \\L (a 2 ) L (a 1) || \\A~l \\

I (a l )|||iL-I (a 2 )||p2 ||a2 -al ||Y^p 2Y(l-pi||al l|)- 1 (l-p 1||a2||)- 1 |]a2-a 1 ||,

что совпадает с (22).
Замечание 2. Если Ца 1 !), ||а2 1! г<7 |3 1— 1

, то получаем

(23)

(24)

Применяя к отображению 5 теорему о сжимающем отображении (на
основе (21) и (24)), приходим к следующему результату.
Теорема 1. Пусть выполнено условие

(25)
Тогда уравнение (7) однозначно разрешимо в шаре Ш(0, г*), г* =

= (2Pi)~ 1
, причем решение я* е 111(0, 2у) cz 111(0, г*).

4. Неявный итерационный процесс

Рассмотрим для уравнения (7) итерации вида

(26)
или L{xrn )xm+i xrü+i -\-Ä-l^{Xrn ,xm+i)—A-i f. Если предположить, что
xm eD (т. е. 3L~~ 1 {xm )), то это же уравнение можно записать в виде

(27)
Лемма 3. Пусть ||x°(| г* = (2Р])- 1 ик\ 1. Тогда процесс (26)
определен на каждом шаге и представим в виде (27). Если же, более

||sа||^А,.(Паll) <Х(г) <г,

у<Дl р!Г).

xi;-=4(3iY= 4jViv_2 ||f|i 1.

S(Ш (0, г*)) с=Ш (0, 2у) с=Ш (0, г*) (2(3i) - 1 ).

ii5a 1 Sa2 || ila 1 a2 H,
q= q(\\a'\\, ||а2 ||) =хг/'[4(l - p,||a‘||) (I р,|И|) ].

2/4)(1-р 1г)- 2
.

В частности, при г= г* неравенство (23) дает q х2 , т. е.

115a1 5а2 || 1 а2 ||.

х2 : =4(32у=4ЛЧ;~ 2||/|| < 1 (x2=xmax).

Ахт+I~\-Й{хт+',хт)= 1

xm+'=Sxm .
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того, х2 < 1, то процесс сходится к решению л:*еШ(o, 2у) сдШ(O, г*)
со скоростью геометрической прогрессии, знаменатель которой равен х2
(мы следуем здесь терминологии [9 ], с. 27).
Доказательство вытекает из установленных в (П 3) свойств опе-
ратора S и теоремы о сжимающем отображении.

Ниже показывается, что показатель геометрической прогрессии х2
на самом деле завышен; уточняются и результаты теоремы 1.

■ Обозначим корни уравнения А,(г) = г или, что то же самое,
(3i г 2 г -\- у= 0 через Г\, л 2 (з г2 ), так что

(28)
Лемма 4. Уравнение (7) не имеет решений в области

Доказательство. Легко видеть, что при ||*||:=ге]гь г2 [ имеем
Х{г) <б г, откуда, согласно (16), получаем 11-s*ll А,(||х||) < ||*||. Следо-
вательно, уравнение Sx =x, равносильное уравнению (7) в QczD, не
имеет решений в £2.
Теорема 2. Пусть выполнены условия

(29)
Тогда: 1) уравнение (7) имеет в шаре Ш(0, г 2 ) единственное решение
х*, причем х* е Ш (0, п);
2) при любом выборе х°еШ(o,г), г: ■= Pi— 1 (1 У>с2/2) процессоднозначно определен и сходится к х* с оценкой

(26)

(30)
Если же х°еШ (0, г\) , то, более того,

(31)

Замечание 3. Нетрудно проверить, что r\ <С г <6. Г2. Оценка (30) оз-
начает сходимость со скоростью геометрической прогрессии, знамена-
тель которой сколь угодно близок к 0.
Замечание 4. Предположения (29), очевидно, слабее требования
Х2 <С 1 леммы 3. Более того, (29) слабее и ограничения ’х: =

= (xi -j-X2)/2 <7 1. Действительно, условие 0 < 1 можно записать и так:
х2< (I+Уl xi) 2 =2+2yi —xi— xi или

(32)
Доказательство теоремы 2; 1. При ||а ! ||, Ца 2 || г имеем (см.
(23).)

(33)

Пусть qr <С 1. Это, как легко проверить, означает, что

Отметим еще, что при г— г\ непосредственное вычисление дает

i = x2 (l-fУ1 xi) _2=o, т. е. 0 есть коэффициент сжатия.

(1 —УI 4(3! у) / (2pi) =(1 —УI xi) / (2(3i) , r2 =(l+yi-xi)/(2pi).

Q = {xgl : n<ll*|| <r2}.

xi = 4A7iv~2 1lЛ1 <l, 0; =X2 ( I +У l —xi) -2 < 1.

])** *m lKc(o+e) w (Ve>O, с-=с (||*°||, е)).

• 0Шll** *™||< ■ -И* 1 х°\\ {т=О,I, 2, ...)■

x: = (xi+X2)/2< l+]/l xi.

llSa‘ —Sa*||<<? r qr
~(x,/4) (1 - (''<P7') ■

r<p- 1(l-Vx2/2)=T.
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2. С другой стороны, имеем

(34)
Действительно, согласно (16) при Ц*|| г получим ||S*|| Щ|*||)

Л(г) г. Теперь видно, что при Г\ г< г оператор S удовлетво-
ряет в шаре Ш(O,/•) условиям теоремы о сжимающем отображении.
Итак, уравнение Sx = х имеет единственное решение ** в Ш(0, Г\) (и в
Ш(0, г)). По лемме 4 оно будет единственным и в Щ(0, г2 ).

3. Та же теорема о сжимающем отображении гарантирует сходимость
итераций хт к** с оценкой (31) при ||*°Ц Г\ и более медленную
при г х <с: Ц*°|| < г (в (31) 6 qTI заменяется на <7M| ). В последнем
случае, однако, сходимость будет ускоряться: по данному б > 0 мы
найдем т0 такое, что ||*тао || ||**Ц -j- б б, но б, в свою очередь,
можно найти по данному е>> 0 так, чтобы выполнялось 0 =

г=^).l^^(Гl+б)^^Гl -(-е=o4-е (коэффициент сжатия qr есть непрерывная
возрастающая функция re[ri,r[). Отсюда легко приходим к оценке
(30). Теорема доказана.

5. Явный итерационный процесс

5.1. Исходное уравнение (7) можно представить в виде

(35)
Из соотношения (12) следует, что оператор Т Липшицев в любом
шаре;

(36)
Ниже рассматривается итерационный процесс *те+l = Тхт или

(37)

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2:

(38)

Тогда при любом х°, таком что Цх°Ц <С (2(3) -1
, процесс (37) сходится к

решению х* е Ш (0, г х ) сиШ(O, г 2 ) (единственному в Ш(0, г2 )) с оцен-
кой

(39)
Если же Ц*°|| г 1 то, более тогд,

(40)

Замечание 5. То, что (2(3) — 1 <r2 = (I+Vl xi) (2pi ) ~Д очевидно;
то, что (2(3) _1 >■ г х , будет видно из доказательства. Отметим, что если
xi <С 1, то условие O<С 1 влечет за собой o'< 1 (верно и обратное):
см. замечание 4 (неравенство (32)).
Доказательство теоремы 3. Покажем, что

(41)

S(Ш (0, г) ) сШ (0, г) при /-!</■<г2 .

*= Тх, Tx=A-if A-m{x,x){T:X-^X).

117*1 7*211 лг 2Ц при ||xi||, ||*2 ||<r (p:=v -17V).

Axm+i=f Й (хт
, хш).

xi<Cl, O:=Х9(l+У1 —‘xi)~2<l.

||**_ xm||<c(o'+e) m
, o':=x(l+yi xi)-I (Ve>o, o=c{e, Ml)).

(Q')m\\x* *W H —-—y \\x l ЛГ°Ц
1 —t)

Г(Ш (0, г)) dLU (0, г) при
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(напомним, что r u r2 корни уравнения $\Г2 —г+у = 0, так что
(5ir 2 -(-у г при ri^r^r2 ). Действительно, согласно (35), (6) и (8)
имеем при ||х|l г

(42)
||7х||Этим (41) доказано.

С другой стороны, согласно (36), 7 будет сжатием с коэффициентом
q/:= 2(5г при г<С (2(3)“С В частности, при г= Г\ имеем

i=x (1 —УI —xi)x_

l
l=x(l+yi —xi) -I=o x -<l.

Теперь из теоремы о сжимающем отображении следует сходимость
процесса xm+l •= Тхт с оценкой (40) при ||х°Ц Г\ и более медлен-
ная при Цх°Ц г<С (2(5) — 1 (в (40) 0' = q'n заменяется на q'r ). В по-
следнем случае, однако, мы после конечного числа шагов попадем в шар
111(0, п+ б) (Vö>o), и потому имеет место оценка (39) (см. анало-
гичное рассуждение при доказательстве теоремы 2; q'r = 2(5/' непре-
рывная возрастающая функция г).
5.2. Сравним скорости сходимости явного и неявного процессов. Можно
показать, что справедлива формула

(43)

Таким образом, наши оценки предписывают более быструю сходимость
неявному процессу. В случае Л7 =N2= N {щ •= Х2 = х: ~х) формула
(43) дает 0/0' = 1/(1 -j-yi —х), что легко получить и непосредственно.

Отметим, что выбрав х°=o, имеем ||х!
— х°||' = Цх’ll = ||Л _1 /|| у

(легко проверить, что 50 = 70= A~ ]f х 1 ); тем самым оценки (31) и
(40) весьма конкретизируются. Однако точнее здесь оказывается прос-
тая оценка

'(44)
где q= 0' для явного процесса и q=Q для неявного.
5.3. Смешанный итерационный процесс

(45)
сходится при основном предположении (29) и при ||х°|| г х с оценкой
типа (31), где 0 заменяется на 0 а : = аo' +(1 а)0 (при х° = 0 верно
(44) с q=Qa).

6. Предельный случай: х = 1

6.1. Пусть N\ ! = N 2: —N и допустим ***, что

(46)
т. е. уравнение [5 г2 —г+ у 0 имеет два равных корня г\ =г2 l/(2(3).
Ниже используется идея мажоранты [7 ]. Пусть X банахово про-

*** Здесь, очевидно, (5i = (32 = (5.

117х11^||Л-I|l||Лll+lИ-1 111|^(х.х)1|<
1 11/IH-v-Wl|lx||4=p l ||xllVl-Y.

q'r = 2(5(1 —УI xi) (2(3i) — li= 1i=

0 АТ 1— 0'
0 х N I+yi —xi

’

\\х* xm |Kgm |l** x°\[=qm\\x*\\^qmru

Лхт+I +®(стхт+ (1 —■ o)xm+l
, xm ) = f

>э=4ру =4iVv~2 |l f-H =l,



256

странство, yk еX {к —O, 1,2 ...), Де] оо, -|-оо[. Условимся назы-
вать последовательность Д оценивающей (для yk ) , если

(47)
и мажорирующей, если, кроме того,

(48)
Лемма 5. Пусть {yh } <^=i оценивается некоторой ограниченной
сверху последовательностью (Д)“=1 . Тогда найдутся /*е]—оо,

хт°°[, такие, что Д =s7 t*, ДД, ук у* причем

(49)
Действительно, Д не убывает в силу (47), а потому (при k-+oo)

Д->- sup Д: = /*. Вместе с {Д}?° фундаментальна и {рД, так как
/г

(50)

XIем самым 3у* X : уп у* (/г->оо). Перейдя в (50) к пределу при
р —>■ оо, получим (49).
0.2. Рассмотрим в предположении (46) процесс

(51)
Отметим, что х 1 =SO = А~ ] [. Процесс (51) определен на каждом шаге
и равносилен неявному процессу (26), причем ||х п || <7 (2(3) -1 —2у (это
верно вообще при любом РеШ(O, (2(3) —1 ), см. раздел 4).

Напомним, что уравнение [Зг2 г -j- у= 0 можно записать в виде
А(г); •= у/ (1 (Зг) ■= г. Нам понадобится тождество

(52)
В частности, при q=q* г г г2 = (2(3)имеем А,{q*) q*, так что

(53)

Введем последовательность р п , положив
(54)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что тогда

(55)
так что р п —>■ р* = (2,6) — 1, возрастая.
Лемм а 6. Последовательность р п мажорирует хп.

Докажем это индукцией. Имеем |Д°||=o = ро, Цх 1 х°|| = \\хI \\

pi =Pi ро- Пусть при 1 п m мажорирование проверено:
l|xn ||^pn , \\х п хп~l \\^рп рп-i. Тогда согласно (16), (22) и (52)
получим ||хт +Чl = i|Sx m || Я,(||х?г) Ц) X(pm) = pm+ 1, 2 ТИКЖС

■\\yh+i yh \\^th+i —th (/г=O,l, 2, ...),

№*IКД.

\\У* уЬ\Ш* П.

h+p
\\yh+P yh\\ £ \\УШ У1 (ti+l ti) =tk+p th .

i=h i—k

x°=o, x" =Sxn~ l (л=l, 2, ...)•

x(q) ~xip) —iqŽõ^=

4 (l -M(i-W
- >’9&t°' |i '"'

q* А(р)=х(р* р)/(2(1 (Зр)).

ро=o, рп =Х{рп-\) =у/(1 PPn-i).

р п =п/{2s(п+\)),

у, \\хт Хт~l ||

"*"+‘-‘Яll = (1 _р||хт|| ')(л _р||^||Г <



Лемма доказана.
х

Из лемм 5и 6 теперь вытекает, что хп \\х*\\ (2(3)-'. Покажем,
следуя [ 7 ], что х* единственное решение уравнения Sx =x в шаре
Ш(0, (2(3) -1 ). Рассмотрим процесс x n,=Sx n~{ с любым ?е
е Ш (0, (2[3)-‘). Убедимся, что

(56)
В самом деле, при п = 0 (56) очевидно. Если же (56) верно при

ni=m, то, согласно (53) и учитывая, что. ||л:т ||^/?т, ||х т|| (2(3) -1 ,
л/ N jtm vm ||

имеем иг-»-—II = уяг-- S*-ü <
4(1 р||г>"||) (1 р||д™||) <

рт)/{2{l ррт)) =р* I{рт)=р* Рт+\. Теперь ИЗ (56)
получаем

(57)
В частности, если (2(3) -1 ) и Sx = x, то, полагая х° =х, имеем
хп =х ; поэтому (57) влечет за собой х— х* (то, что х* решение,
ясно из непрерывности S в Ш(0, (2(3)- 1). В итоге приходим к следую-
щему утверждению.
Теорема 4. При выполнении условия х = 4(3у = 4A7v_2 ||fJJ = 1 уравне-
ние (7) имеет единственное решение х* в шаре Ш(o,г*) (r*= (2(3) -1 =

= 2у). Неявный процесс (26) определен и сходится при любом х° е
е Ш(0, г*) с оценкой

(58)
Если же х°'= 0, то

(59)
6.3. Рассмотрим при том же предположении (46) явный процесс

х°=o, xn =Txn~l {п= 1,2, ...).

Отметим, что xl —TO = A~ ]f. Нам понадобятся неравенства
(60)

(61)
(62)

((62) совпадает с (42); (61) вытекает из формулы (12)). Введем по-
следовательность tn '-U= o, п =|ф =Р^_l +у-
Лемма 7. Последовательность tn мажорирует хп .

Действительно, имеем ||x°|| =t0 =O, \\xi хo\\ = ||jci||'= \\Л~ 1 1\\ =

=ti=ti tO. Пусть при выполнено ||хш ||:sДгп, \\x m

— tm- 1. Тогда на основе (61) и (62) получим ||л:т+I || = I|Гхтп

<ф(Н*т 11) <ф(/ т) = tm+h а также \\хт+l хт\\ = \\Тхт Тхт-Ц\
< Р ( IM+ ll*m~I || )\\хт р [tm+tm- 1) [tm tm-,) .= — P^_l==

=Г|ф {tm) ф {tm—l) == tm+l
Лемма доказана индукцией по л.

Лемма 8. Последовательность tn сходится к t*<= (2(3) с оценкой
2572 ENSV ТА Toimetised. F*M 3 1982

- к ( OTYI РтП —l )

\\xn xn \\ Pn= 1/(2(3 {n+ l)).

\\x n x*И < \\x n xn \\ {p* pn)'= 1/(|3 (n+1)).

||** = l/(P(n +l))'=4Y/(n+l)

= 1/(2р(«+Щ=27/(<г+l) (n= o, 1,2, ...)

\\Tz2 rzilKPdW+HzilDllzjä Zill,
:=pi|z|| 2-fY (Vzi, z 2, Ф(o=P^+y)-
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(я=o, 1,2, ...). (63)
Доказательство. Положим Тогда то =O, хп
= + Y)='f2

n _ 1 + l/4, или хп tn-i= (1/2 tn-i) 2
. Вводя г п =

—1/2 — Tn'=p {t* tn ), приходим к рекуррентной формуле е п en+i=
= 82

п ИЛИ Bn+l=en— 82 '=Bп (1 еп ) (во= 1/2) .

Докажем по индукции равносильное (63) неравенство

(64)
При я= О (64) очевидно. Далее, en+i=xi&n), где х(р): '= р{ 1 —р) не
убывает при 0 р 1/2. Поэтому из предположения +2)
следует

Этим правая часть неравенства (64) доказана.
С другой стороны, если

Лемма доказана.
Теперь из лемм 1, 7 и 8 вытекает

Теорема 5. Пусть х 1— 4|3у = 4Mv~2 ||/|| <= 1 ( N\=N2 =N). Тогда
явный процесс (60) с х°-= 0 сходится к решению х* е Ш(0, г*) (единст-
венному в этом шаре) с оценкой

(65)

(здесь t* i= г* =Г\= г2 = (2(3) -1 = 2у).
Добавим еще, что (аналогично изложенному в разделе 6.2) процесс

сходится в действительности при Ух°еШ(o, /■*) (оценка, вообще го-
воря, ухудшается вдвое).
Замечание 6. Более тщательный анализ приводит к оценке

(66)

Следует отметить, что идея мажоранты применима и к случаю
к■< 1, причем при выборе лс°=o это позволяет несколько усилить
оценку скорости сходимости (44), а при выборе х° Ф 0 ослабить
ограничения на х°. Так, в условиях теоремы 2 сходимость с оценкой
(30) будет уже при ||х°|| < г 2.

7. Метод Ньютона

7.1. Рассмотрим случай, когда ® билинейное непрерывное отобра-
жение, что соответствует предположению о трилинейности %(-,-,•)

(см. (П 1)). Тогда уравнение (7) примет вид Р(л+= 0, где отображе-
ние Р: х х) —f, как легко убедиться, дважды непрерывно
дифференцируемо по Фреше, причем Р'{х) '=А, х)й{х,-), так
что Р'(0) =А.

Модифицированный процесс Ньютона хп+l хп —(Р'(0) ) -1 P(x n )
совпадает здесь, как нетрудно проверить, с явным процессом (37).

l/(2(ra+l))s£e„s£l/(n+2) (»= 0,1, 2, ...)■

sn+i хМ^х( п+2 ) п+2 ( 1 я+2 ) я+2 ( 1 я+з) я+3 ‘

еп 1/(2 (/г -1- 1)), то еп +l =8п(1 еп )

1/1 \ 1
2(я+l) \

1 я+2/ 2(я+2) '

||х* —
/n =4y/(«+2) = 2r*J{n+2)

{П=O, 1,2, ...)

1/(Р (Я;-(-1п п-\-С\) ) 1/((3 п-\-с 2)) (я^З),
где С\ ,= 5/2, с2 ={3 —lп2)/2« 1,15.
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Замечание 7. Приведенная нами оценка (66) применима и к ана-
лизу модифицированного метода Ньютона—Канторовича в общей си-
туации (описанной в [ 7 ]; h = 1/2).
7.2. Рассмотрим основной процесс Ньютона (ограничившись выбором
х° = 0): хп+l = хп

— {Р'{хп ) )-1 Р(хп ). В нашей ситуации эти соотноше-
ния легко приводятся к виду

х°=o, Ах п+'+®{х п+ 1
, хп )+®{хп

, хп+*)=®(хп
,

xn ) —f. (67)
Из результатов Л. В. Канторовича (см. [ 7 ]) вытекает следующая
Теорема 6. При допущении х = 4Av-2||/|l ■< 1 процесс Ньютона (67)
сходится к решению /е Ш(0/]) с: 111(0, г 2) (оно существует и единст-
венно в Ш(0, гг) см. разделы **** 4 и 6) с оценкой

t

{здесь (3 = v~ iN, м=(l У1 х)/(2(3), г2 = { l+|l х)/(2р), у =

=v~IH/|l) • Эта оценка верна и при х = Ц/Д^о).
Отметим, что при х■< 1 (/г < 1/2) решение х* является т. н. прос-

тым нулем (несингулярно), и вблизи х* процесс сходится еще быстрее
(см. [ 9 ], с. 139 и 142).

Автор глубоко благодарен Г. Вайникко за руководство работой и
признателен У. Хямарику за полезное обсуждение 6-го раздела данной
работы.
**** Это следует также из самой теории метода Ньютона —Канторовича; критическая
константа hиз 4 7 ] равна здесь х/2.
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В. SIFRIN
ITERATSIOONIMEETOD JA LAHENDUVUSTINGIMUSED

NAVIER-STOKESI TÜÜPI VÕRRANDI KORRAL
Artiklis on vaadeldud üht võrrandiklassi, kuhu kuuluvad Navier-Stokesi võrrand ja seda
aproksimcerivad võrrandid. On leitud selle võrrandiklassi ühese lahenduvuse tingimused
(nulli ümbruses), samuti koonduvuskiirused lihtsamate iteratsiooniprotsesside korral.

Il x*_ x (2 n+l|3)-l X2"
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В. SHIFRIN
ITERATION METHOD AND THE CONDITIONS OF UNIQUE SOLVABILITY

FOR THE EQUATIONS OF NAVIER-STOKES TYPE

Л number of approximate schemes for Navier-Stokes problem may be presented in
general form (3). This one is treated in the article under considerably weak assump-
lions on %(...). Actually, some additional (specific) properties of the original varia-
tional form (2) may be lost after approximation (see, for example, [4 ]).

Conditions (5), under which equation (3) has a unique solution, occur tobe of the
same type as for (2), but with replacing c= 1 by c = 1/4. More precisely, the uniqueness
for (3) is assured only in some ball. All problems are considered in the corresponding
operator form.

The analysis of the iterative schemes (26), (37) for (3) is presented. The weak
forms of (26), (37) are the following:

ä(u m+l, w)+7c(um+’, u m
, w) =f(w) and a(u m +', w)+^(u m, u m , w) = /(w) (ywe 1/).

The estimates for the rate of convergence are established. The idea of majorant, ana-
logous to Kantorovich’s one, is applicable to (3) and schemes (26), (37). We use it
when the equality is permitted in (5). Some remarks on Newton’s method are also
presented.
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	Рис. 2. Интегральный спектр резонансной флуоресценции в случае, когда естественная ширина атомной спектральной линии сравнима с частотной шириной лазерного луча. Пунктирная кривая распределение интенсивностей естественных контуров.
	Рис. 1. Две схемы измерения переходного спектра РВС: Л лазер, ВИ возбуждающий импульс, ЦС центр свечения, СП спектральный прибор, ВЗ временной затвор, СФ счетчик фотонов.
	Рис. 2. Сравнение переходных спектров /1 (Q, г], /) (пунктирная линия) и lo(Q,AT,T) (сплошная линия). Стоксовы потери 5 = 55(0, константа затухания уюкального колебания Г-1 = 20Г = 40я/со, А=г) = = ДГ-1 = тУ2/3, у-1 = 104Г. Времена i и Т даны в периодах локального колебания Т.
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	Fig. 1. Schematic of the optical part of the FC speetrometer. MOD, Pockels modulator; BS, beam splitters; P, photodiode and amplifier; ATT, attenuator; LI, L 2, lenses; C, eeli; М/С, microscope; F, filter; A, aperture; ■ PMI, PM2, photomultipliers.
	Fig. 2. The correlation functions for а 2ХЮ~9 M Lissamine-Rhodamine 8200 in water at 4 (3), 30 (2), 60 mW {!) excitation.
	Fig. 3. A series of correlation functionä for Pyronine G—DNA at various DNA concentrations: 0 (I), 50 {2), 100 (5), 150 (5), 400 jig/ml (6). Concentration of Pyronine G was 4XIO~8 M. The dashed lines represent diffusion terms; for clarity the curves at various DNA concentrations have equally shifted abscissa axis.
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	Области, где выполняется ряд необходимых условий для возникновения жизни (точка 0 соответствует нашей Вселенной).




