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1. Введение

Теория линейных динамических систем, в том числе дискретных, весьма
хорошо развита. Различные задачи анализа и синтеза систем управле-
ния не вызывают принципиальных трудностей и подробно исследованы
как во временной, так и в частотной области. Во многих случаях ус-
пешно использованы представления входных и выходных процессов в
ортогональном базисе, причем наиболее подходящим базисом для дис-
кретных динамических систем признаны разностные степенные много-
члены экспоненциального характера [ 1 ■ 2 ].

Объектом внимания данной работы являются разностные много-
члены типа Лагерра, введенные М. Готтлибом еще в 30-е годы [ 3 ]. Эти
многочлены обладают рядом положительных свойств: они удовлетво-
ряют условию ортонормальности, легко вычисляются, имеют экспонен-
циальный характер, их свойства можно варьировать в широких преде-
лах с помощью произвольно выбираемой постоянной. В теории линей-
ных динамических систем они нашли пока ограниченное использование
в задачах идентификации [4 ] и фильтрации [2 ].

В работе найдено новое представление дискретной динамической сис-
темы лагерровы уравнения состояния, т. е. уравнения состояния
между коэффициентами Фурье разложения входных и выходных процес-
сов по разностным многочленам Лагерра, и получены простые формулы,
обеспечивающие переход от обыкновенных уравнений состояния к ла-
герровым уравнениям состояния и наоборот. Показано, что система ла-
герровых уравнений состояния имеет те же качественные свойства (ус-
тойчивость, управляемость, наблюдаемость), что и исходная система.
Поэтому, в принципе, лагерровы уравнения состояния могут быть ис-
пользованы для решения различных задач анализа и синтеза систем
управления.

Лагерровы уравнения состояния можно найти и по эксперименталь-
ным данным, в частности по переходным (или весовым) характеристи-
кам системы.

Одна из возможностей лагеррового представления линейной динами-
ческой системы показана ниже на примере задачи построения эталон-
ной модели системы управления по классическим показателям качества.
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2. Разностные многочлены Лагерра

Разностные многочлены Лагерра порядка k определяются следующим
образом [ 3 ]:

где Д оператор разностей, v положительное вещественное число,
у \ биномиальный коэффициент. Нормированные многочлены [2 ]
' fv*

где |=Ve-v постоянная Лагерра, можно привести к явному виду

Вычисление многочленов облегчают следующие рекуррентные
формулы:

Рис. I. Разностные многочлены Лагерра ф/Х) при £ = 0,7:
k = 0 (/), 1 (2), 2 (<?) и 3 (4).

Vk(o=e v‘A‘[(^)e-J"]. <=0,1,2

Ч>» (<) = (—1) ■ ь У(1 - 1г ) \и (0,

(0 =y 1- 2 (-1) ■k+i ( ))( t+\ ’)
j—o *

'l'o(o)=yi — |2
, (1)

фо 1) = £фо (0 j (2)
фл+i (0) =—ЕФ^(О),

фй (/+ 1) + (1_1 2 ) 2 (3)
г=o

= (—l)л-«ф|(Л). (4)
На рис. 1 изображены многочлены фk{t) при £ = 0,7.
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тах как многочлены удовлетворяют условиям ортонормально-
сти

где бhm символ Кронекера, то разложение дискретной функции f{t),
t—o,l, 2, ... , в ряд Фурье по многочленам фь(o имеет простой вид

(5)

где коэффициенты Фурье fk определяются соотношением

(6)

3. Вывод лагерровых уравнений состояния

Рассмотрим дискретную многомерную динамическую систему

где x /2-вектор состояния, и m-вектор управляющих воздействий,
у р-вектор выходных переменных системы. Матрицы F, G, Н имеют
размерность пУ(т и р\п соответственно.

Умножая обе стороны уравнений (7) и (8) на tyk{t) и суммируя по
t —0, 1,2, ... , получим соотношения между векторами коэффициен-
тов разложения дискретных функций x{t), u{t) и y{t), t = 0, 1,2,... ,

по разностным многочленам Лагерра

где

На основании формул (3) и (5) получим следующее выражение для
коэффициентов хк '.

а ввиду ортонормальности многочленов tyh{t)

(И)

Более подходящим соотношением между коэффициентами хк и хк , вы-
текающим непосредственно из формулы (11), является следующее:

oo

lj)/;. ( t ) (/) = Õkm,
t=o

f{t) = 2Sf»sh{t),
ft=o

oo

fh= 2 fit) уh{t).
t=o

x(t-\-\) =Fx(t)-\-Gu{t), (7)
y(t)=Hx(t), 7=0, ,1, 2 (8)

XK=Fxk+Guk, (9)
yh =Hxk, k= 0, 1, 2, , (10)

oo

Xh= x{t-\- 1)г|)л(0
t=о

oo oo

Xti=% JŽ xi (0 tyh (0 +

3=o t= o
oo j—l oo

H-(1 - Š2 ) 2Xi 2 i-l)H-1
j=o i— o t=o

DO

xti=lxh+{\l—z) J>J
i= l

Xh~\-£,Xk+ l-— IXh~\~Xh+\., (12)
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Вернемся теперь вновь к уравнениям (9) и (10). На основании (9)
и (12) имеем

Обозначив
(14)

где I единичная матрица, из соотношений (11) и (8) получим
(15)
(16)

где матрицы

Назовем уравнения (15) и (16) лагерровыми уравнениями состояния
системы (7) (8), так как они представляют собой соотношения между
коэффициентами ии, Ук разложения входных и выходных переменных по
разностным многочленам Лагерра в виде уравнений состояния.
Используя формулы (17) (20), легко перейти от исходной системы
(7) —(8) к лагерровой системе (15) —(16) и наоборот:

Рассмотрим теперь начальное состояние лагерровой системы z O .
При k 0 получим из (14)

а на основании (5) и (7)

Учитывая еще свойства (1) н (2) многочленов ф 0 (0, получим для опре-
деления начального состояния лагерровой системы следующее выраже-
ние

Формула (24) имеет большое практическое значение. В задачах управ-
ления и идентификации часто предполагается х(О)I—o.1—0. Тогда и
Zo =O. Если 1, то при любом х(0), ]л:(0) | << оо имеет место
Zq —O. А при I 0 верно Zo х (0).

Интересно отметить, что при лагеррова система (15) —(16)
приближается к исходной системе (7) —(8), а при на основании
формул (17) (20) имеем

Xk+i —lFxh+i lGu lxh . (13)

zh = (/ lF)x h iGuk

zh+i=Azk: \-Buh,

yh=Czh-\-Duk,

(17)
(18)
(19)

D =H{l lF)-'G. (20)

Л=(/+|Л)-1(£/;+А), (21)
G={l+lA)~'B, (22)
Н=С (/ IF) . (23)

zo= {I lF)xо lGu O

oo

Zo=- [x{t)~ ]фо(o-
-

гo=Уl IMO). (24)

Игл уп Н (/ F)- l Guh.
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4. Устойчивость лагерровой системы

Пусть система (7) (8) асимптотически устойчива, т. е. максимальное
собственное число матрицы F по модулю меньше единицы. Рассмотрим
характеристический многочлен матрицы А

Предположим, что |А,| <С 1. Тогда 1 + |А, ФO, так как J gJ ’< 1. Для
устойчивой F получим теперь

если только

Значит, характеристические числа к и а матриц А и F соответственно
связаны формулой

Пусть

Тогда

Очевидно, Q{Kl) 0 и Р{Х,l) 0, так как при наихудшей tp

и ||( <; 1. Следовательно, лагеррова система будет асимптотически
устойчивой, если только исходная система асимптотически устойчива.
Значит, сделанное нами предположение, а также формула (25) вы-
полняются для асимптотически устойчивых систем. Из формулы (25)
вытекают следующие интересные частные случаи: если X= 0, то
Я =—если X= |, то X —0; если то ,Я->Я; если £->+!,

ТО

5. Управляемость и наблюдаемость лагерровой системы

Воспользуемся следующими критериями управляемости и наблюдае-
мости [ s ]:

пара {Л, В) полностью управляема, если

пара (Л, С) полностью наблюдаема, если

det {XI —A) = det[?J —{F |/) (/

= det [ (X+l) / - (Н-ШF ] det (/ - IF)

det (А/ А) =O,

det ( (И- š) / (!■+mI—F) = 0.

(25)

X= I Я I (cos ф~Н sin ф) .

1М 2 =(lМ г -2|lМсоB(р+|г )/(1-2||Мсо8ф+|2|М 2) =

=Q(l DIP (I, I).

Q(K 1)= (IМ±|) 2
,

Р(К |) = (I±Щ|) 2
.

Пусть |Я[ < 1. Тогда и '<С 1, так как

Р(К ъ)-<зД |) = (1-| 2)(1-|Т| 2 )>o

rank [Яг/ А\В] =п, i= 1, ..., п,
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Покажем теперь, что

На основании (17) и (18) имеем, учитывая еще перестановочность
матриц F |/ и 1 IF,

откуда непосредственно следует (26), так как Ц\ < 1.
На основании (17) и (19) аналогично получаем

а учитывая еще (25),

Значит, лагеррова система {А, В, С) полностью управляема и на-
блюдаема, если только исходная система {F, G, Н) полностью управ-
ляема и наблюдаема.

6. Определение лагерровых уравнений состояния по матрице
переходных функций

Пусть задана матрица переходных функций системы

где

По формуле (6) найдем лагеррово разложение переходной функции
sa p(/) (индексы а и р в дальнейшем опускаются)

(27)

Коэффициенты Sfe можно определить и как реакцию лагерровой модели
(15) (16) на входное воздействие uiy,i —O, ..

~ k,

(28)

где in i марковские параметры лагерровой модели

Г UI — АЛ .
ränki —- — J =n, i=l,

.... n.

гапк[А,г/ А ! В] = гапк[Хг/ F : G]. (26)

rank[W

E"l~ кг j p
, Г kd — A 1 . 1+rank —— =rank

L L J I rrL тш J
,[Ы-Л ,[U-flrank l—с— J =rank L—я—J

S{t) = [sap{t)], as=\, ..... p, p=l, m, t=o, 1,2,

Sap(o = [#«(0 |*(o)'=o, Mp(t) =l, t=o, . t]

'OO

Sk—jš s {t)sh{ty, k=o, 1,2,
t= о

k
Sk = J>J rriiUu

2=o

тг == с'А г—IЬ, ь— 1, 2,
mo =d,
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a разложение входного сигнала u{t) по разностным многочленам
Лагерра.

Для единичного входного сигнала u{t) = 1, /= 0,1, ... , имеем

(29)

Покажем, что

(30)

На основании свойств симметрии (4) и смещения (3) разностных мно-
гочленов Лагерра имеем

Изменив порядок суммирования во втором слагаемом, получим

и в итоге

Следовательно, утверждение (30) выполнено и поэтому с учетом (1) и
(2) имеем

и

На основании (28) (30) получаем следующие простые выражения
между марковскими параметрами лагерровой модели md и коэффици-
ентами разложения sc

Определяя из соотношения (31) марковские параметры тДсф) между
всеми входами и выходами, составляем (рХ т) -матрицы марковских
параметров Mi, i —0, 1,2, ..., лагерровой модели многомерной си-
стемы

Очевидно,

а матрицы А, В и С лагерровых уравнений состояния определяются по
матрицам г —1, 2, ... , обычными методами реализации [6 ].

Отметим еще, что марковские параметры лагерровой модели /я*
можно легко определить по весовой функции h{t) системы

•oo
M’i'== j 4^(o

t=o

со
=&=const, i= О, 1,2,

о

сю oo

2J (t) =2 (- 1 ) 4-‘+Ч* (»'+!) =

*=o г=о
OO oo t— 1

= l 2 (-1) ,'-‘+ ‘Ф< (0 +( 1 -12) S 2 (-1) (0 •
t=0 t—o j=o

OO OO OO

j=o t=j+l j=o

oo oo oo

2 'p.'+i (0 =2(-1) ‘-‘b (o=2 4>. (0 •
t=0 t=0 <=о

4>o(o=E'Vl-r

OO -

о-=^яМo-=Г'(l+l)/(1-6)
t=О

т { = {Si Si-i)fo, i= 1,2, .... (31)

Mi=[nii{сф)], а—l, р, (j= 1, т.

D =M O,
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Тогда

a

где hi лагеррово разложение весовой функции h{t).

7. Определение эталонной модели по показателям качества

Традиционные показатели качества управления, такие как время регу-
лирования, максимальное отклонение регулируемой величины от уста-
новившегося значения, колебательность, определяют некоторые сущест-
венные значения желаемого переходного процесса.

Задача синтеза многомерной системы решается относительно просто
и изящно, если желаемая динамика замкнутой системы задана в виде
уравнений в переменных состояния. Отсюда возникает важная задача
построение уравнений в переменных состояния по традиционным пока-
зателям качества управления.

Для аппроксимации эталонного переходного процесса s{t), t
= 0,1, ... , N, воспользуемся разложением по разностным многочле-
нам Лагерра.

С точки зрения проектировщика системы управления не все значе-
ния функции s{t) одинаково существенны. Поэтому при построении эта-
лонной модели введем весовые коэффициенты w{t) с тем, чтобы наибо-
лее существенным значениям придать больший вес.

Коэффициенты разложения Sh, k = 0, 1, ...
, М, определяем из ус-

ловия

(32)

где N М.
Введем следующие обозначения

Теперь соотношение (32) можно переписать в виде

(33)

Хорошо известно, что решением (33) является

Отметим, что в силу ортонормальности многочленов tyh{t) матрица
ЧГ'№ЧГ хорошо обусловлена и поэтому вычисление вектора коэффициен-
тов р всегда осуществимо.

Схема построения эталонной модели:

h{t) = [y(t) |*(0)=0; u(0i; o].

«г= фг(0),

{hi+lhi-i)

N г м ia
min 2jW{t) «(<)—,

V-- sm t=o L ft =°
j

|>о(o) ... фм(0)

Lфо (АО •■. фм (N) \

p'={So...sM), q'={s{o)...s{N))

U7=diag(a;(o). .. w{N)).

m\n{q 4rp)'W{q Ц?р).
v

p={W'WW)~ ix¥Wq. (34)
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1. По заданным показателям качества определяем опорные точки s{ti)
желаемого переходного процесса.

2. Проведя по опорным точкам кусочно-линейную аппроксимацию, по-
лучаем вспомогательные точки желаемого переходного процесса.

3. Задаем отношение весовых коэффициентов опорных и вспомогатель-
ных точек.

4. Задаем общее число М и постоянную £ аппроксимирующих много-
членов

5. По формуле (34) определяем коэффициенты разложения Sk.
6. Вычисляем марковские параметры пц по формуле (31).
7. Составляем матрицы марковских параметров Л4г-.

8. Методом канонической реализации находим лагерровы уравнения со-
стояния (15) (16).

9. Параметры эталонной модели определяем по формулам (21) (23).

Рис. 2. Эталонный переходный процесс.

На рис. 2 показаны результаты построения эталонной модели со-
гласно описанной выше процедуре. Опорные точки желаемого переход-
ного. процесса изображены крестиками. Параметры эталонной модели,
вычисленные по заданным исходным данным, при отношении весовых
коэффициентов ш = 5 и постоянной Лагерра | = 0,8 следующие:

8. Заключение

В работе выведены уравнения состояния для коэффициентов разложе-
ния входных и выходных переменных многомерной дискретной динами-
ческой системы по разностным многочленам Лагерра. При этом полу-
чены простые формулы, обеспечивающие переход от исходной системы
к лагерровой и наоборот. Качественный анализ показал, что лагеррова
система устойчива, управляема и/или наблюдаема, если только исход-
ная система устойчива, управляема и/или наблюдаема соответственно.
Поэтому лагерровы уравнения состояния являются полноценной мо-
делью представления динамической системы.

Отметим, что лагерровы уравнения состояния приобретают практи-
ческую ценность при преобразовании конечных последовательностей

3 ENSV ТА Toimetised. F * М 3 1981

" 0,746 0,0815 —0,6791 Г 0,335'
F= 0,0679 1,150 0,848 , G= 0,405 ,

.—0,0849 —0,435 0,190 j [—0,204.
Н= [0,403 —0,0652 0,543].
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При этом выявляются сглаживающие и сжимающие свойства преобра-
зования Лагерра, которые можно в широких пределах варьировать из-
менением постоянной Лагерровы уравнения состояния представляют
собой в таких случаях некоторую аппроксимацию исходной системы, ко-
торую удобно использовать при различных задачах идентификации,
фильтрации и управления.

Отмеченные положительные свойства лагеррового представления
системы нашли использование при построении эталонной модели сис-
темы управления по заданным показателям качества. При этом следует
отметить, что получаемый результат зависит в первую очередь от вели-
чины лагерровой постоянной | и длины лагерровой последовательно-
сти М. Число М определяет порядок получаемых уравнений состояния,
так как в сущности решается задача частичной реализации. Постоян-
ная | определяет характер аппроксимации (сглаживания) заданной ку-
сочно-линейной переходной характеристики; при малых | лучше ап-
проксимируется начало, а при больших £ конец переходной харак-
теристики.

Программа определения эталонной модели по желаемым переходным
процессам включена в диалоговую систему машинного проектирования
многомерных систем автоматического управления.
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MITMEMÕÕTMELISE DISKREETSE SÜSTEEMI LAGUERRE’I OLEKUMUDEL

On leitud lineaarse diskreetse dünaamilise süsteemi Laguerre’i olekumudel, s. t. oleku-
võrrandid süsteemi sisend- ja väljundsuuruste diskreetsete Laguerre’i reaksarenduste
vahel. On saadud lihtsad valemid üleminekuks tavaliselt olekumudelilt Laguerre’i oleku-
mudelile ja vastupidi ning näidatud, et stabiilse, juhitava ja/või jälgitava süsteemi
Laguerre’i olekumudel on stabiilne, juhitav ja/või jälgitav. Laguerre’i olekumudelit on
kasutatud soovitud etalonmudeli leidmiseks etteantud kvaliteedinäitajate järgi.
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LAGUERRE’S STATE EQUATIONS
FOR MULTIVARIABLE DISCRETE-TIME SYSTEMS

In this paper the state equations for the expansion coefficients of input and output
variables of a multivariable discrete time dynamical system by the discrete Laguerre
polynomials are derived. Simple formulas for the transformation of the original state
equations to the Laguerre (17) (20) and vice versa (21) (23) are obtained.
Qualitative analysis revealed that Laguerre system is stable, controllable and/or observ-
able if only the original system is stable, controllable and/or observable. Thus the
Laguerre state equations are of a full value representation of a dynamical system.

It is worth emphasising that the Laguerre state equations acquire practical value
for transformation of finite input-output sequences. Then smoothing properties of the
Laguerre transformation occur which can be varied within a great extent by changing
the discount factor £. The Laguerre state equations then represent an approximation
of the original system which can be conveniently used in different identification,
filtration and control problems. In this paper the Laguerre state equations have found
use in reference model building by given performance indices.

It is important to stress that the result obtained depends on the discount factor g
and on the number M of the Laguerre polynomials used. Virtually a partial realization
problem is solved to obtain state equations from the finite sequences of expansion
coefficients. Therefore the number of polynomials frequently determines the order of
the state equations. Application of the discrete Laguerre polynomials demonstrates
that the better approximation of the beginning of step response is obtained for small
values of discount factor | and the end of response for large £.

The reference model determination program is included into computer-aided design
system.
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