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(Представил Г. Кузмин)

Введение

Метод дискретных ординат является одним из первых методов прибли-
женного решения кинетического уравнения, он был развит для плоской
геометрии [ 1 • 2 ]. В [3 ]приведен алгоритм решения интегрального урав-
нения переноса на основе аппроксимации ядра интегрального уравнения
квадратурными формулами, а в [4 ~ 6 ] исследована скорость сходимости
при различных квадратурных формулах. Настоящая работа обобщает
эти результаты на случай неоднородной среды, где коэффициенты (се-
чения) ослабления, поглощения и рассеяния являются кусочно-гладкими
функциями.

1. Некоторые особенности решаемой задачи

Рассмотрим плоскопараллельную задачу, описывающую перенос излу-
чения в неоднородной среде оптической толщины Я со сферической
индикатрисой рассеяния [ ! ]

Здесь о коэффициент ослабления, a crs коэффициент рассеяния.
Искомая функция ф(т, р) это интенсивность излучения на оптиче-
ской глубине t в направлении, образующем угол arccos р с осью, на-
правленной перпендикулярно к слою среды в сторону возрастания т.
Будем предполагать, что o’<С б a s а<С оо. Пусть также функции
or, (T s и кусочно-гладкие с возможными разрывами первого рода в
точках Xi, i= 1,2,

...,
М, а на [т*, Тг+i ], il= 0,1, ..., М, т0 =O,

тм+l ’= Н они имеют непрерывные производные.
Разделив обе части уравнения (1) на а и обозначив х(т) =

= аs (т)/о(т), получим с сохранением краевых условий (2) уравнение
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р-~>—
1-+о(т)ф(тг, р) = (1/2) as (т) /<р(т, (Одх

-1

ре [—l, I], те [O,Я], const<оо,

ср(o, р) =O, р>o; ф(Я, р)—O, р<o. (2)
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м, гф (т, ц)
ц) = (х(т)/2) } <l) (T , (l')d tl

'

+/(T ). (3)
О (т) от

_t

где /(т) = fi (т)/а (т), те [О, Я].
С помощью замены

и{х) = (х(т)/2) f ф (т, |ы') (т)

краевая задача (2) (3) сводится к уравнению

«(т) = (х(т)/2) / (т, s)«(s)c/s+f (т), те [О, Я], (4)
о

где
(т, s)=a(s) / [ехр(— |§‘(т, s) |/p)/p]dp, т,хе[o,Я] (5)

о
И

£(т,s) = jG{l)dl, (6)
S

причем при a(s) = с = const имеет место равенство
2j (t,s) =сЕ{с\х s\),

i
где E{t)= f [ехр(— интегральная экспонента. Решив

о
уравнение (4), решение краевой задачи (2) (3) восстановим по фор-
муле

' т
р- 1 / a(s)w(s)exp( —g(т, s)/p)ds, р>o,

о
ср(т, р) = < м(т), р= 0, (7)

н
—р-1 / o{s)u(s) exp {g (s, т) /p) ds, p<o.v x

Рассмотрим теперь ядро (5) уравнения (4). Оно непрерывно по т
при т ф s и кусочно-гладко по s, причем имеет те же точки разрыва,
что и функция а. На участках непрерывности ядро имеет логарифмиче-
скую особенность
JS(t,s)<cln |т s|, c=const; t,sg [n.Tpi], i= 1,2, (8)

Далее, при любых т и s из [O, Я] функция
J£(t, s)>o (9)

н для любого те [O, Я]
GOJJJ(r,s)ds<2. (10)

о

Неравенство (10) вытекает из цепочки равенств
оо 1Т
/ 2J (т, s)ds= / р- 1 [/ a (s) exp (—g (т, s) /р) rfs+
0 0 0

оо
+ /a(s)exp( —g{s,r)/\x)ds]d\i=:

х
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Условия (9) и (10) гарантируют однозначную разрешимость уравнения
(4) в при любом достаточно гладком (в смысле L°°) свободном
члене f, так как для интегрального оператора

имеем

Линейный оператор Т будет компактным как оператор из L°° -> L°°,
поскольку его можно представить в виде

r t+i

где {TiU){x) f (t ,s)u{s)ds, i= o, 1,
....

M, есть вполне непре-
xi

рывный оператор из С С как оператор со слабой осо-
-1т г ’ +1 -I

бенностью.
Поскольку f, a, os е , то решение уравнения (4) и также при-

надлежит н] , причем из [ 7 ] следует, что оно непрерывно дифферен-
цируемо в промежутках {п, Тг+i), i— 0,1, .. ~ М, то —O, Тм+г Н и
на этих промежутках удовлетворяет неравенствам

где C\ и c2 константы.

2. Метод дискретных ординат

Метод дискретных ординат решения краевой задачи (2) (3) основы-
вается на замене интеграла в (3) какой-либо квадратурной форму-
лой f 1' 2 ]

Отсюда интегральное уравнение (4) заменяется на приближенное

ядра (5) на основе квадратурной формулы

1
=2 / [exp {—g (т, 0) /p) exp {—g ( 00, т) /p) ]dp.

о

( Та) (х) =(х (т) /2) / (г, s)u{s)ds
о

IЛI оо (1/2)11x11 vraisup s)ds\ <||xll
L L те [О, Н] О L

м
( Ти) {х) = (х (т)/2) Jj] {Till) (т),

i= О

lü'I ü
' 1 c i~\~ c2 In |t Ti|, te(ti, ti+i), t=o, 1 (11)

1 n

—i j=i

где aj— a/ n)>o, pj— p/n) e (0,1 ], / —1, 2, ..., n\ n— 1,2,

«п(т) = (x(t)/2) /
-

S'n<t,s)«„(s)'ds+/(t), те [О, Я], п= 1,2, (12)
о

П

где s).=<y(s) 2 (aj/p,j)exp.( — |g(r, s) |/p,j) аппроксимация
j=i
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По решению (12) решение приближенной к (2) (3) краевой задачи
восстанавливается аналогично (7).
£
" Предположим, что квадратурная формула (13) точна для постоян-
ной функции, т. е.

(14)

Пусть Т п интегральный оператор уравнения (12)

Условие (14) гарантирует однозначную разрешимость уравнения (12)
в пространстве кусочно-гладких функций, ибо

Опираясь на результаты [8 > 9 ], при условии сходящегося квадратурного
процесса (13), можно доказать сходимость

(16)

причем такое же неравенство имеет место для всех L p
, ре [l,оо].

Пусть, далее, и и ип решения интегральных уравнений (4) и (12)
соответственно. Тогда

и скорость сходимости ип -+и зависит лишь от малости функции
Tn ti Ти.

3. Решение уравнения (12)

В этом разделе приведем алгоритм нахождения точного решения урав-
нения (12) при условии, что функции сг и Os кусочно-постоянны.
Пусть

где а и b кусочно-постоянные функции с разрывами в точках т г-,
I— 1,2, ... , М. Очевидно, что решение уравнения (12) кусочно-гладко.
Будем искать его в виде

1 n

(13)
о j=l

n

2J«j=l, n= 1,2,
j=l

{Т п и) (т) = (x(t)/2) / J£n(x, s) un {s)ds.
0

||Г„|| „<l. (15)
L

\\ Ггг~Т || П^ОО.
L -+L

Из (15) следует, что оператор I — Тп обратим и
||(/—Гп)" 1 !! const,

L ->L

Un и— (/ Tn)-l {Tnu— Та), (17)

f{x) —a exp (Ьт) , te [О, Я],

Хп. (т) —сг‘ exp (bh) +Jj [ci ехр((т H)d\) +

T— 1

+c; exp(—trfp], Г(=[тг, Тг+l], 7=o, 1, ~., M, (18)

То — 0, xm+ü=H,
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что является обобщением предложенного в [ 3 ]. Применим оператор Тп
к правой части равенства (18) и подставим полученное в уравнение
(12). Приравняв коэффициенты при линейно-независимых экспоненци-
альных членах для каждого ы= 0,1,

... ,
М, получим условия для оп-

ределения неизвестных коэффициентов в решении (18): с/, с/, dr \
г=l, 2, ... ,п, с {

, i=o, 1, ... ,М. Из уравнения

где и,* х(тг), сн = а(тг) и анализ которого проведен в t l,3 ], найдем п
корней dj > 0, г'==' 1,2, ... , п. Из равенства

находим с% i 0,1, ... ,М. Подставим найденные значения dr l и с*
в систему (19) порядка 2п\2п:

и, решая ее для каждого i = 0,1, ... ,
М, найдем все неизвестные ко-

эффициенты решения (18). Система (19) однозначно разрешима при
любом i, ибо если бы существовал такой номер i = i*, при котором бы
определитель системы равнялся нулю, то при свободном члене, равном
тождественно нулю, система имела бы нетривиальное решение. Тогда
однородное уравнение, соответствующее (12), имело бы нетривиальное
решение ' • : ■ /г

-*jg I +l=o-

сф+xii; I' - "’’ ‘-0 ’
Лl,

2 к[-В] (Ф)£f+‘ (Ф)+ ±• <■"+*. +

г= 1 h—l

+сЦЛ;.(^)£о(—di)
h=l

~&[В*.{Ы)Е°. {Ы) o
fe (b*) 1=0,

h—l
< l9 )

2{сlЩ(Ф)Е*Х(ф)+ 2
r— l h=i+l

M

fe=i+i
M

+
+i

(öO-f
ft=i+l

где
£( (*/) =——

, B\ (y) =
,J Gifm-Fy J * — У

FiC, (У) =A<k‘E? (y) - At-\EU iy) ; f“C,(y)'= AiE7(У) - лГ ,£Г-1 о) ;

г
== [ M' j

1 CTm (lm+l tm) ]
>

m=k s;

(«/)■ =exp [(тг tn) г/]
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что противоречит неравенству (15).

4. Исследование погрешности

Преобразуем функцию Т па —Ти следующим образом:
%ь »<: ».

где гj, j 1,2, ...
, М, точки разрыва функций а и as, т0 =О,

Тм+l = Н. Число т зависит от т и определяет число разрывов до т.
Далее, применяя к каждому интегралу интегрирование по частям, учи-
тывая очевидное равенство

Из (20) (21) видно, что точность приближения ип зависит от того,
насколько точно квадратурная формула (13) аппроксимирует инте-
гралы от функции

где функция £(т, а), определенная в (6), непрерывна. В случае

в [ s ] приводятся неулучшаемые оценки для аппроксимации квадра-
турной формулой средних прямоугольников, в [ 4 ] —в случае квадратур
Гаусса, а в [6 ] доказана их неулучшаемость. - :

j°> теЕ [°> Я]\l>> Tt*4-i],
'-л:(т), т e [ti*,

( Тп и Ти) (т);= (и(т)/2) / [J>Jn (t,s) —s) ]u{s)ds=
о

f m r, x
=(x (t)/2) j J [ ]w(s)rfs-f / [ ]w(s)ds+

j'=i xi- 1 V
’ . m+t ■M' T /+, "j

+ I []u{s)ds-f 2J f []«(s)ds|,
T j=m+l

b
I р-1а (t)exp[—g(t, c),/p]öfT = exp[— g{a, c)/p]— exp[—g{b, c)/p]
а • у

и равенство (14), получим

(Т пи Ти) (т)= |м(o>-оп (т, 0)Ц- u{H)v n (H, t) +

m xt
+ ž [vn {t, Tj) (M(Tj+ ) u(xj —))+ f vn (r, ö)u'{o)do]—

xl-1

м T/+i
~ [ün (tj,T) (tt(Tj+.)— m(tj—)) + / Уп(фт)ц/ (а)с?а] +

j=rn+l

T Bn+i 1
+ f vn (x, a) u'(o)do / ün (cr, т)«'(а)с?стг (х(т)/2), (20)

где
1 n \

Pn (a, &) = f exp (—£ (а, 6) /p) dp 2Jaj exp (—£ (а, 6) /pj). (21)
о j=i

Ф*Ы'=ехр(—g(t, а)ДО,

g{%, a)=g{x a)=x a
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Заметим, что Фй еС“ 4] , Ф =O, однако производные возле
точки (д, 0 не ограничены в совокупности,

где константы yk зависят только от порядка производной, и из [4 > 10]
следует оценка ■ ■ .

Оценки полных вариаций для и ее производных аналогичны (22) в
силу кусочной монотонности производных

5. Оценки скорости сходимости для некоторых квадратурных формул

Нам понадобится нестандартная форма остаточного члена гп формулы
средних прямоугольников на неравномерной сетке

Аналогично [s ] справедлива
Лемма. Для определенной в (21) функции и п в случае квадратур-
ной формулы (25) для любого i = 0,1, ... , М справедливы оценки

где 6= inf а(£), а и решение уравнения (4). Постоянные во всех

неравенствах имеют разные значения.
Доказательство. Оценка (27) следует из (23), а оценка (28)
из (24) и (26). Для h <б Xi <б П h в неравенстве

I«'“(^)|s:w'i (o<ц<l, o<£<Я, fe=o, 1. ...)■ 422)

c =const.

У\Фв)'<Ь О (23)
о т

\/(Ф'Р^а£-2
, 0 (24)

о

Jx{t)dt= 21 Vi tj-i)x{{tj_l-^tj)J2)-\-rn, (25)
a j=l

где
a= UcU<z ■ ..'<tn =b.

Имеет место неравенство [ s ]

|г„ К (/г2/24) /jх" (0 j dt+ (Л3/24) \/ {х"), h= max (Ц —1 ). (26)
а а 1 j<; п

(27)
|ün(t,T<) (< (c/Õ a) {h2Ö/\x Тг| +^3/|т Тг| 2 ), (28)

\\v n (29)

II / Ivn (г, a) I u' (a) d<y\\ c < {скЩ lln h | *, (30)
v,

• ■ \ ' l.

II S\vn (31)
Vi
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первый и третий члены оценим на основании (28) как (с/г 2/б) |lnh \, а
второй и четвертый на основании (27) как с/г 2

. При 0 п h и
Ii h п Н в первом случае из неравенства

варьируя оценками (27) и (28), приходим к оценке (29). Рассматривая
отдельно случаи тг-1 <ti 2Л и 2/г < ц Я и применяя неравенства
(11) и (27) (28), придем к (30). Далее, меняя порядок интегрирова-
ния и используя оценки (11) и (29), придем к оценке (31). Перенос
этого доказательства на случай Тг>т, i= т -}- 1, ~, ,М, для
Vn (тг- , т) не представляет трудности.

Лемма доказана.
Теорема 1. Для решений интегральных уравнений (4) и (12) в
случае квадратур средних прямоугольников (25) справедливы оценки

и для решений краевой задачи (1) (2) и ее приближения оценки

Доказательство. Равномерные и интегральные оценки (33) (34)
немедленно следуют из оценки (16), равенства (17), вида погрешности
(20) —(21) и неравенств (27) —(31). Для получения поточечной оценки
(32) равенство (17) перепишем в виде

Отсюда

l|ün(T,Ti)lU [ofH] <Н*Цo>гг .л] +IМIь[т _;IТ(+Л]
+

' L lxt+h,ll-h] И ‘ II L [H-h,H ]

II Vn Тг ) lIЬ [о, Н] II ’ 11^(0,2/i] II ’ lI Ь [2h,H\

и во втором случае из неравенства
II V n (т, Тг/ lii, jO)H j II •IU ioiH_2h] II ' IIL [H-Zh,H ] ’

м
Iип (т) и (т) | (сO/62 ) min (62h, b№J |Тг— т | +

г=o

+Л 3/(Тг т)^+б/I 2 (ln /г) 2}, (32)
где

0 =шах(«(О), и{Н), | м(Тг+)— м(т<—) |, i— 1,2, М},
6= inf g(|)>>o, с— const, h— max (/j /j_i), /о=o (33)

l<j<n

и
\\Un «II l)h,

ll«n — (C/б) (M+l)/i 2 lln A|, (34)

* I'фгг (Т, \i) ф(т, р) | <

М
(сo/62 ) min{õ 2/z, (/г2б| Iп|тг т||+/г3/|т т<| )/| ц)}, (35)

г=o
шах || фп (c/õ) (M+l)/i 2 | In /г|. (36)

—К|х<l

un —u= {Tn T)U+ {1 Тп)~'Т п (Tnü Tu ).
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Теперь на основании (20) (21) и (27) (31) придем к оценке (32).
Из (6) и оценок (32) (34) следуют оценки скорости сходимости
(35) и (36).

Теорема 1 доказана.
Далее, следуя [ 4 - 6 ], можно сформулировать и доказать соответст-

вующую теорему о быстроте сходимости в случае квадратур Гаусса на
[o.l].
Теорема 2. Для решений интегральных уравнений (4) и (12) и
краевой задачи (1) (2) вместе с аппроксимирующей ее задачей в
случае квадратурной формулы Гаусса на [O, 1] имеют место оценки

Разобьем теперь отрезок [o,l] на I -)- 1 отрезков точками |j, / =

= 1,2, ... ,
/ + 1,

таким образом, чтобы

На каждом отрезке [£j, |j+i], j = 1,2, ... ,I, применим
квадратурную формулу Гаусса с постоянным весом на этом отрезке.
Тогда, соответствующим образом выбрав и следуя [ lo ], можно ут-
верждать, что имеет место
Теорема 3. Пусть квадратурная формула (13) построена согласно
приведенному выше алгоритму. Тогда для решений интегральных урав-
нений (4) и (12) имеет место оценка

где М число точек разрыва сечений, п п х X I число узлов (ве-
сов) квадратурной формулы (13), п { число узлов (весов) на каж-
дом отрезке, а I число отрезков.

lUn (т) и (т) ( Тпи Ти ) (т) | +

+ll(/-Tn )-i|| JTn {Tn u-Tu)\\ со , О^т^Я.
L -+L L

Пусть Tn u Tu= Wn, тогда

\\TnWn\\
то sup \f2n{r,s)Wn {s)ds\<^

L L O<Т<Н о
sup { I f J£n{r,s) Wn {s)ds\ +

o<т<н [o,H]\ [x-h,*+h]

+ | f 2n{x,s) Wn (s)ds|}<c||№n Hb|ln/i|+c|l№n || Ji\ In Я |,
[t—A,t)+/i]("|[o, H] L

так как для верно неравенство, аналогичное (8). Для Wn справед-
ливы оценки (33) и (34), отсюда

li Tn Wn |i < (c/õ) (M+l) /г2 (In h) 2 .

llu n «II ln Я |,

шах ||'фп ф|| 2 | In h\
L [o,H]

o<Ši<b< ... ,<|г<Ы;=l

šj+i=lf'l2n '+i+b, /= 1,2, «I=l, 2, ... .

||un —«И -2^п /г l /8 , c= const,
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Заключение

Надо отметить, что при решении уравнения переноса со сферической
индикатрисой рассеяния в плоскопараллельном однородном слое мето-
дом дискретных ординат оценки скорости сходимости приближенного
решения к точному переносятся на класс задач с кусочно-гладкими
функциями сечений, имеющими возможные разрывы первого рода в
конечном числе точек. При таком расширении класса решений (с С
на L™

0 н] ) лишь несколько видоизменяется поточечная оценка, а рав-
номерные (в смысле L°°) и интегральные оценки ухудшаются в М раз,
где М число точек разрыва функций сечений. При этом выбор квад-
ратурных формул для достижения более быстрой скорости сходимости
зависит не от количества и расположения точек разрыва, а лишь от сте-
пени аппроксимации интегральной экспоненты. В этом заключается
преимущество метода дискретных ординат для решения интегрального
уравнения переноса в неоднородной среде перед методом механических
квадратур, в котором выбор узлов сильно зависит от точек разрыва.

Автор выражает глубокую благодарность Г. Вайникко за постоян-
ное внимание к работе.
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A. MARSAK

KHRGUSULEKANDE VÕRRANDI LAHENDAMINE
MITTEHOMOGEENSES KESKKONNAS DISKREETSETE ORDINAATIDE MEETODIL

Artiklis on üldistatud [ 3 ’5’ 6 ] toodud tulemused juhule, kui hajumis- ja neeldumiskoefit-
siendid on tükiti siledad funktsioonid. On esitatud kiirgusülekande võrrandi lahendamise
algoritm diskreetsete ordinaatide meetodil ning hinnatud erinevate kvadratuurvalemite
koonduvuskiirust.
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A. MARSAK

ON THE SOLUTION OF THE RADIATION TRANSFER EQUATION BY THE
METHOD OF DISCRETE ORDINATES IN A NON-HOMOGENEOUS MEDIUM

In the present paper the results obtained in [ 3 ’ 5 ’6 ] are generalized to the case of a
non-homogeneous medium where coefficients of extinction, absorption and scattering
are piecewise smooth functions. An algorithm is presented for the solution of transfer
equation (4) by the method of discrete ordinates consisting in the substitution of
the kernel (5) of the integral operator by a quadrature rule (13) and in the exact
solution of the approximate equation (12). It has been proved that the convergence
speed of the approximate solution to the exact solution depends only on the accuracy
with which the quadrature rule (13) approximates the integral of the function

CDg(p.)=exp(—g(x, а)/ц), те[o,Н], jie [O, IJ, a =const :5s 0,
where

g(x, a) = f a {l)dl
a

Here о is the coefficient of extinction.
In the case of the rectangular formula on a non-uniform net (25), uniform (33),

and integral (34) estimates of convergence speeds are derived. Uniform estimates are
also given on the application of the Gaussian quadrature formula normalized to the
interval [O, 1] as well as to the specially selected intervals.
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