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ОДНА ФОРМУЛА ДЛЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МНОГОМЕРНОГО
ИНТЕГРАЛА

Ebu TAMM. MITMEMÕÕTMELISE INTEGRAALI TEISENDAMISE VALEM
Ebu TAMM. A FORMULA FOR TRANSFORMING THE MULTI-DIMENSIONAL INTEGRAL

(Представил H. Алумяэ)

В стохастических экстремальных задачах часто встречается функция
вероятности

v{x,t)=P[f{x,l)<t], (1)
где переменный вектор х(= R n

, случайный вектор I е Rs
, f: Rn R s -+

-+R 1 , t R l и P обозначает вероятность. Если существует функция
плотности вероятности р{у) вектора £, то v{x,t) представима в виде
s-мерного интеграла

V{x,t)= J p{y)dy. (la)
{y-i(x,y)<t)

В ['] при изучении задачи min v{x,t) оказалось полезным использо-
X^Rn

вать другое интегральное представление функции и(х, t):
t

~l*l ктапг"- 1,61

где 2 Т = [у : f{x, у) =т} и dSx обозначает дифференциал гиперповерх-
ности 2Т - Формула (16) при выполнении определенных условий не-
посредственно получается из (1а) с помощью формулы (IV, 10; 56) [ 2 ].

Однако реальные задачи часто содержат более общую функцию
(2)

где g: R n ~Х. R s Rm
, Те Rm фиксирован. Чтобы можно было функ-

цию (2) представить в виде, аналогичном (16), докажем теорему, кото-
рая является прямым обобщением теоремы 108 [2 ].

Теорема. Пусть У открытое множество евклидова пространства
R s и пусть h, h= {hi,...,hm ) —дифференцируемая функция, опреде-
ленная на У и имеющая значения в R m

, m s. Допустим, что сущест-
вуют индексы 0, i m, 1 В<С г’г <

... <im s, такие, что
для всех у eF, у = {уи ... , ys ),
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(dhj{y) dhi{y) \

dyu ''' dy im \

I фО.
dhmjy) dhmjy) I

dyu
'' ' dyim /

Если через 2 T обозначить (s m)-мерную поверхность, определенную
уравнением h{y) = т, через H2 jy ) сумму квадратов всех миноров
матрицы

I dhijy ) dhi (у) \ -j / dhi{y) dhxjy) \

дуй '■ ■ %г,п j dyimii
’’

' (tyi.

dhm(y) dhmjy) I dhmjy) dhm jy)
\ dyu

'’ ' di/im / \ oг/ г-т+l ‘' * öi/д /

и если f является функцией, определенной на Y, имеющей значения в
банаховом пространстве F и интегрируемой по мере объемов dy в Rs

,

то для почти всех значений т функция ( j del G-1 (у) |)/у 1 + H2 jy)\jy)
интегрируема на 2 г относительно поверхностной меры dSx и

JЦу) dy= J dx Jf (у) (3)i p s Vl l+нцу)
X

Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что
i‘ii=s m'+ l, i*2 —— s m;+ 2, ... ,im =s. В таком случае (см. [2 ],
с. 308)

*/s-m+l=<pi(*/l, •• • , Уз),
(4)

ys=tymjyi, ■ Уз),
причем
/ öcpi дфl \ / dhi dhi \-1 / d/ii dhi \

dyi
' "

dys dys- m+i ’'
‘

dys dyi dys- m

• (5)
d(pm dh-m dhm dhm dhm

\ dyx
"

' dys j \ dys-m-H '
" dys / \dyi "

' dys- m /

Следовательно, (s m) -мерную поверхность 'Z x ={y:hjy) =т} можно
представить параметрическими уравнениями

уii—Ui,

Уз-rn—Us-m, (6)

Уз-т+l=Ц>l jUi, ~ . , üs—m> Tl, .. • , Xm) ,

Уз==Ц>т jtti, ••• , Hs—m, Tl, .. • , Tm) •
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Формулы (6) определяют регулярное отображение Ф: U Y, ие U,
и = {щ, , Us-m, ть ... , тт), якобиан которого имеет вид

1 о 0
дфl дут

" даi
** ‘ öwi

Оlи 1 . .
' ди2

‘

’ дм2

(7)дUs—m дUs—m

vTi ÖTi

ÖTm

Поскольку s m независимых векторов

ay =(-да iitW, о оIUI I öKi ’'‘ ‘ ’ dut I \ ’ ’ ’'' ’ ’ dui ’' * ’ ’ dui /
’

(8)

_(_dyl_

Jy±\
=( 0 0 1Ф I du„ * ** * * / \°’ ’** ’ ’ ’ dus _m

’ ••’ c4. m
/

находятся на касательной плоскости поверхности 2Т, то дифференциал
с?s т этой поверхности выражается через детерминант Грама [ 3 ] векторов
Ф'и,, •••, Ф'us-m : dST =yr(Ф'и» ..., Ф'и*.т )dui... dus_m . Используя,
кроме того, теорему Фубини, получим

JHy)dy= /ЦФ{и)) |(lеlФ'(и) \du=
Y U

«- тф'*
.

Поскольку Г(Ф/

гг„ .. . , Ф'г{s_т ) равняется сумме квадратов всех
миноров (s т)- го порядка матрицы (Ф' и1

т
... Ф'мB -т

т ) т [ 3 ], то, учи-
тывая (5) и (8), уГ(Ф' и„ ... ,

= Yl :+ Я 2 (у). Наконец, так как
|беlФ/ j del G_l (у) [, получим формулу (3). Теорема доказана.
Следствие. Если функция g{x,y) как функция от у удовлетворяет
условиям, наложенным в теореме на функцию h{y), то

w{x,T)=P[g{x,l)<T]= J p{y)dy=
[y:g(x,y)<T]

Г Г Idet G~l {x,y) IJ J ‘—. —‘ P {у) dSx,t*

{t:t<T} r KT
yi -pH2 {x,y)
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