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Л. ТЕМКИН

О ПОСТРОЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

(Представил И. Эпик)

Работа посвящена построению решений уравнения параболического типа в случае,
когда источники действуют периодически по времени. Эти источники распределены
как внутри области, где ищется решение задачи, так и на границе. Предлагается
способ приближенного построения решения и дается обоснование этого способа.
Краевые задачи для системы уравнений эллиптического типа, получающиеся после
разложения решения в тригонометрический ряд по времени, заменяются эквивалент-
ной системой интегральных уравнений Фредгольма второго рода на границе области.
Система интегральных уравнений исследуется методами теории потенциала.

На практике подобные задачи с периодически действующими источниками возни-
кают, например, при исследовании теплового режима электрических машин и элект-
ронного оборудования.

Задача о тепловых волнах восходит к исследованиям Фурье о колебаниях темпе-
ратурного поля Земли j 1 ]. Ряд задач о тепловых волнах рассмотрен в [ 2].

1. Постановка задачи

Пусть область Qси Rm {m 2) ограничена кусочно-гладкой поверхно-
стью S = dQ. Будем искать решение u{X,t) задачи без 'начального
условия для уравнения параболического типа

с(X)-*-=—Üu(X, t)-\-q{X, t), üu— —div (A, grad u)-\-yu, (1.1)

q{X, t+T)=q{X, t), X={Xi, x2,
xm) e Q

при граничном условии

4X)-—~+h(X)u(X,t)=f{X.t), X<=s. (1.2)

Здесь n — внешняя нормаль к поверхности S, c(I)gC(Q),
y(I)eC(Q), h{X)EEC{S), c(X)> O, I{X)>o, h{X)^o.

Нас будет интересовать поведение решения при достаточно больших
значениях времени t (или, что то же самое, если начальный момент
времени t O -> — oo), (‘когда влиянием начального условия уже можно
пренебречь. Из общего представления решения начально-краевой за-
дачи с помощью функции Грина и асимптотического представления
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функции Грина при /0 -н> оо легко убедиться в том, что начальное
значение функции и добавляет в асимптотическое представление реше-
ния слагаемое, экспоненциально убывающее по /0 > и постоянное слагае-
мое при условии

y{ (1.3)
Следовательно, решение задачи (1.1) (1.2) определено с точностью
до экспоненциально убывающего по t (или экспоненциально убываю-
щего и постоянного) слагаемого.

Будем искать периодическое решение, т. е. будем рассматривать
задачу (1.1) —(1.2) на отрезке времени [О, Т ] при условиях

u{X,t+T)=u{X,t), (1.4)
у(Х)ФO\/Н{Х)ФO. (1.5)

Далее будем называть эту задачу задачей (А). Из дальнейшего будет
видно, что и при условии (1.3) для фактического построения решения
достаточно рассматривать краевую задачу только на отрезке [О, Т].
Однако в этом случае, вообще говоря, не существует решения задачи
с условием (1.4), а можно гарантировать существование и (с точно-
стью до аддитивной постоянной) единственность решения задачи
(1.1) (1.2), удовлетворяющего условию периодичности

ди{Х, /+Г) ди{Х, t)
dt

~

dt [’ '

Задачу (1.1) (1.2), (1.6) при условии (1.3) будем далее называть
задачей (В).

Периодические по времени t с периодом Т функции q и / будем счи-
тать заданными в виде рядов Фурье

оо
q(X,t)=ao {X)J2-\- со =2л/Т, IgQ,

h= l
(1.7)

со
f{X, t)

k= 1

где коэффициенты Фурье üh, bh eHv (Q) f] C(Q) и ah, Hv
класс функций, удовлетворяющих условию Гельдера с показателем
V > 0.

Будем искать решения задач (А) и (В) в виде
сю

u{X,t) U-I{X)tJT-\-uо(А)/2+ [Uh(X)cos kcot-\-v h {X)sin kat]. (1.9)
h=i

Как будет показано ниже, U-\{X) Ф0 только в случае задачи (В),
если суммарный поток за период Т

Q—JJq {X, t) dQ dt+ JJ f {X, t) dS dt=
0 £2 OS

=T[ Jao {X) d&+ /ao ( X) dS]/2 Ф O. (1.10)
£2 S

В этом случае, как и в [ 3 - 4 ], представление решения содержит неогра-
ниченное при больших t слагаемое.
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2. Эллиптические краевые задачи
Подставив разложения (1.7) (1.9) в уравнение (1.1) и граничное ус-
ловие (1.2), получим последовательность эллиптических краевых задач
относительно коэффициентов Фурье

Sw_i(J)=o, Iей; Я, (J) u-y {Х) =O, IgS; (2.1)

2c{X)u-i{X)JT=—£uo{X)-\-a O {X), leP; (2.2)

ЦХ) dU^] J(eS; (2.3)

k®c(X)Vk{X) =—ÜUh{X) -\-ah {X), leQ; (2.4)
Ыс {X) uh {X) =üvh(X)-b h {X), X<= <2; (2.5)

X (X) {X) uh {X)= ak {X) ,

d (X\ (2,6)
я {X) -~уд

J +/i(X) t» ft (X) = p ft (X), Igs,

где k = 1,2, ... .

Если выполняется условие (1.5), то краевые задачи (2.1) и (2.2) —-
(2.3) имеют единственное решение. Из (2.1) поэтому следует, что
ti-i{X) = 0. Если же выполняется (1.3), то из (2.1) имеем и-х = const;
эта константа определяется из необходимого и достаточного условия
разрешимости краевой задачи (2.2) (2.3)

м-i.== Т[/ а0 {X) dü+/ ao {X) dS]/2/ с {X) dQ=Q/J с {X) dü .

Q S Q £2

Решение задачи (2.2) (2.3) при условии (1.3) определяется с точнос-
тью до аддитивной постоянной.

Нетрудно показать, что при каждом k = 1,2, ... краевая задача
(2.4) (2.6) для системы эллиптических уравнений имеет не более одно-
го решения. Действительно, рассмотрим соответствующую однородную
задачу. Применяя стандартное рассуждение с использованием формулы
Грина, получим

Ы / c[u2
k 4-t;2]dQ— J [uhüvh vhQuh]dQ =

я q

= f Vh ~õn~ dS =~~1 h[ V hUh UkVh]dS =O,
s s

откуда вытекает, что uk {X) Vh{X) = 0. В силу линейности отсюда
сразу следует единственность решения неоднородной краевой задачи
(2.4) (2.6).

3. Интегральные уравнения

Запишем задачу (2.4) (2.6) в виде

mwk {X)=Fk {X), Fk =ah-{-ibk, wh =uh-\-ivh , (3.1)

\ (X) —Xl-+h (X) wh( X) = Фк(X), Ф„= о/.+lРй, XsS, (3.2)
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Tlwk=£wh ikacwh, k=\, 2, ... . (3.3)
Проверим, что для комплекснозначного оператора 3R выполняется сле-
дующий принцип максимума. Пусть w решение однородного урав-
нения

£Щш(У)=O (3.4)
в некоторой области Q. Тогда |ш| не может иметь максимума внутри

этой области.
Действительно, пусть |о>| имеет максимум в некоторой точке Р ш Q.

По условию максимума в этой точке должно быть
div(?t grad (| ш | 2 )) <O.

С другой стороны, в силу уравнения (3.4), после несложных преобра-
зований получим

div (Я grad (| w | 2)) =2Я | grad w | 2-f2y |w | 0

(так 'как Я>o, у 0). Полученное противоречие доказывает утверж-
дение.

Пусть Н(Х, У) фундаментальное решение уравнения (3.4) в об-
ласти Q, т. е. функция, являющаяся решением уравнения (3.4) по коор-
динатам точки У при Y ф X и допускающая представление

г2.—т(Х У'! 9тгто/2

(т 2)оыК(Х) +<Рl(Л ' У )+'<Р2(Ч У), и“= Г(ш/2 )
> т>'3’

Н(Х, y) = J
1 2D

.'2лЦХ) 1П r{X, Y) +‘фl ( Х ’ У)+ г'ф2 ( Х’ ш= 2, ( 3‘ 5)

где r{X, Y) расстояние между точками X и У, сот площадь
(т —1)-мерной сферы единичного радиуса, D диаметр области Q,
функции ф! и ф 2 удовлетворяют оценкам вида [s ]

ф = 0(/ги-2-то) _^P_= o(rv+i-m) —=О ( rv~rn ) ; -v>o;дуг дуг Õyj

..., т. (3.6)
Стандартным образом, вырезая малую окрестность точки leS, ис-
пользуя формулу Грина и стягивая эту окрестность к точке X, получим,
что для оператора 9Л справедлива формула

p(X)w(X) = fuY)H(X, Y)2^P- dSr -fx(Y) дН
д

Y) w(Y)dSy+
s s

+ Jh{X, Y)mw ( Y) dQr, XeS. (3.7)

Если XeS и 5 имеет в точке X касательную гиперплоскость, то
p[X)i= 1/2, в противном случае р{Х) равно величине соответствую-
щего телесного угла, отнесенного к о от. Если же XеQ, то р{Х) = Е

В дальнейшем будем использовать главное фундаментальное реше-
ние G уравнения (3.4), т. е. фундаментальное решение, определенное
во всем пространстве R m, причем существуют такие постоянные а> 0
и R > 0, что при г >• R
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G =o{e-”), —=o(e-ar), (3.8)
dyi

Функцию X считаем продолженной гладким образом, а функции с и
у непрерывным образом на все пространство Rm .

Доказательство существования главного фундаментального решения
проводится методом Жиро аналогично случаю вещественного оператора
[s ], причем такое доказательство содержит и метод построения функ-
ции G{X, У) .

Заметим, что главное фундаментальное решение является симметрич-
ной функцией точек X и У. Действительно, применим формулу Грина к
функциям G{Y,Z ) и G{X,Z), рассматриваемым как функции точки Z в
области Qr = Db\Ex \Ey, где Ех иЕу шары радиуса е с цент-
рами в точках X и У, Ех ЛEy = А (Л пустое множество),
Ех ÜBy ci Dr , Dr шар радиуса R. В силу уравнения (3.4) получим

0= f [G{X,Z) Шг С{ У, Z) G ( У, Z) WZ G{X, Z) ]dtt z=
Q H

=- fMZ)[e(X,Z)-?G^Z)
— a(Y,Z} dG^Z)-]ds z, (3.9)

где 2к =sд U U Гу, Sr=Dr\Dr, Тх=Ех\Ех, Ty=Ey\Ey-
Переходя в правой части (3.9) к пределу при R -+■ оо и е->O, с

использованием асимптотических представлений (3.8) и (3.5) получим,
что интеграл по SR стремится к нулю, а интегралы по Гх иГу ■— соот-
ветственно к —G{Y,X) и G{X, У). Из (3.9) поэтому следует, что

G{Y,X) = Ü{X,Y). I (3.10)
Нетрудно проверить, что если Й оператор с постоянными коэффи-
циентами (с = const, Я = const, у = const), главное фундаментальное
решение имеет вид

G{X, У)

=

Iйк(тГ Л'- 1М; Р=Т • т4, 6
r-i~'e~*r«, X l' т—3 „ . „I(т 2) итЯ, И Гl~* ’ q~~2 ’ m — 3’ 5 ’ 7

' 2=U

Здесь Kp-i (хг) функция Макдональда, г = г{Х, У),

Г 11/г .Г (Wc2+y2 ) 1/2 У F 2
L 2Я 1- 2Я -1

Указанная функция G{X, У) удовлетворяет условиям (3.5), (3.6) и
(3.8).

Далее поверхность 5 будем считать достаточно гладкой. Используя
уравнение (3.1) и граничное условие (3.2), из формулы (3.7) получим
уравнение на поверхности 5 относительно комплекснозиачной функции
wh {X)

-L Wh{X)+ f [h(Y)G(X.Y)+X(Y) wk (Y)dSr=

s
3 ENSV TA Toimetised F * М-3 1980
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= fo{X, Y)Ok (Y)dSr +J G(X,Y)Fh {Y)dQ Y, JfeS. (3.12)
S Q

или, что то же самое, систему интегральных уравнений относительно
функций uh {X) и Vh(X)

~2~ Uk+ dSY — /{^ G2+a-^-) vh dS Y=
s s

= J (Oiah —G2 j3ft) dSy-f- J ( Gidk —G2 öft)rfQy, leS; (3.13)
S Q

• vk+ J(лo2+Я—) rfSy-f- üft dSY =

s s

=J' (GiPft-J- G2 ctfe) j' (Giöft-J-G2aft)dQy, Xee 5, (3.14)
S £2

Здесь G( Re G, G2 = Im G.
Из приведенного выше вывода системы интегральных уравнений

(3.13) (3.14) следует, что если решение («ft, Vk) краевой задачи
(2.4) (2.6) таково, что «ft, vk е C‘(Q) f) G2 (Q) (условия применимости
формулы Грина), то его след на границе области удовлетворяет системе
уравнений (3.13) (3.14). Докажем обратное утверждение.
Теорема 1. Пусть поверхность S в окрестности каждой своей
точки в некоторой локальной декартовой системе координат может
быть задана явной функцией £то .== £(£ ь ... , gm_i), имеющей непре-
рывные вторые частные производные. Будем предполагать, что
}.GC ! (R m), ÄeC(S),ceC(i?m ), у EC(^ m ), с>o, ak ,bk EE

еЯ', (Й)ПС(Й) и ал, pfe е С (S) при k = 1,2, .
..

.

Тогда функция

W(X)=-f[h(Y)G{X, У)+Х(У)^ЯХЦ т(У)аЗг+
S

+ JG(X,Y)<S>h (Y)dSY+'J G(X,Y)Fh (Y)dQ Y (3.15)
S Q

является решением задачи (3.1) (3.2), если wh е L2 (S) решение
уравнения (3.12), a G{X, Y) главное фундаментальное решение урав-
нения (3.4). Переходы (3.1) и(3.2)ч-> (3.12) являются взаимно-обрат-
ными.
Доказательство. При сделанных выше предположениях правая
часть в уравнении (3.12) непрерывна в силу свойств обобщенных потен-
циалов, рассмотренных в [s ]. Следовательно, решение этого уравнения
со слабой особенностью тц е С(5).

В силу (ЗЛО) главное фундаментальное решение G{X, У) будет ре-
шением уравнения (3.4) как по координатам точки У, так и но коорди-
натам точки X. Поэтому из (3.15) в силу свойств обобщенных потен-
циалов следует, что W {X) удовлетворяет уравнению (3.1).

С учетом скачка обобщенного потенциала двойного слоя получаем
сразу
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ИшlР(*)=шл(*о). Хее Q, 10 е5. (3.16)

Обозначим через We {X ) функцию, определяемую правой частью фор-
мулы (3.15) при Ig Q e = R m\Q. Функция We (X) удовлетворяет
уравнению (3.4) и |И7 е | -*-0 при )Jf| ->-оо, Кроме того, с учетом скачка
обобщенного потенциала двойного слоя в силу уравнения (3.12) имеем

\imWe {X)=o, JeQe,

Поскольку для уравнения (3.1) имеет место единственность решения
внешней задачи Дирихле, что сразу следует из доказанного в начале
этого раздела принципа максимума, то

We {X)= 0, leQ,

Продифференцируем функцию We {X) по нормали к поверхности S и
перейдем к пределу извне. С учетом скачка нормальной производной
обобщенных потенциалов простого слоя получим

0= Иш (Хо) -fh(Y)G(X., Y) wk (Y)dS r -

Х->Х 0
on о j g

д f дв(Х, Y) , VIJC
Ф*(Х„) ,-Д^/ Х(У) — тг+ (ЗЛ7)

-{-jG[Xo,Y)Oh{Y)dSY-\-jG[Xo,Y)Fk{Y)dQy, Xq^S,
S Q

Отсюда следует, что существует предел нормальной производной потен-
циала двойного слоя извне. Для обобщенного потенциала двойного
слоя имеет место аналог теоремы Ляпунова о нормальной производной
[s ]. Следовательно, существует предел изнутри, равный пределу извне.
С использованием формулы (3.17) получим

3 3 (3.18)

.+/ С(ХO, Y)Fk (Y)dQr=- h{X^X—+®к
—, х„ ES, Хей.

Принимая во внимание (3.16), из (3.18) получим, что функция W (X)
удовлетворяет граничному условию (3.2).

Поскольку функция W(X) является классическим решением краевой
задачи (3.1) (3.2), она удовлетворяет условиям, необходимым для
применения формулы Грина. Отсюда следует последнее утверждение
теоремы.

Из теоремы 1 сразу вытекает существование и единственность в
L 2(5) решения интегрального уравнения (3.12), а следовательно, и
существование решения краевой задачи (3.1) (3.2).

Действительно, пусть однородное уравнение, соответствующее (3.12),
имеет нетривиальное решение öy°eL2 (5). Тогда, как было отмечено

з*
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в доказательстве теоремы 1, ш°е С(5). По теореме 1 соответствующая
функция W°{X) будет решением краевой задачи (3.1) (3.2) с нуле-
выми правыми частями и, как было показано в разделе 2, W°{X) = 0.
Отсюда следует, что w° = lE°| S =O. Так как оператор интегрального
уравнения (3.12) вполне непрерывен в L2 {S), из теоремы Фредгольма
следует существование решения этого уравнения при любых правых
частях из L 2 {S).

Используя свойства обобщенных потенциалов, нетрудно показать,
что для существования решения уравнения (3.12) достаточно потребо-
вать, чтобы ah, bh е L 2 (Q) , а au, |lägL2 (s). Теорема 1 справедлива и
в этом случае, причем IЕеlЕ 22 (П) будет обобщенным решением задачи
(3.1) (3.2), а краевое условие (3.2) удовлетворяется почти всюду.

Заметим, что 'в этом разделе не попользовалось ограничение
0.

4. Нулевая гармоника

Рассмотрим теперь краевую задачу (2.2) (2.3). При у 0,
существование и единственность (при условии (1.3) с точностью до
аддитивной постоянной) решения этой задачи, а также существование
и единственность главного фундаментального решения Go{X, Т) для
оператора £ доказано в [s ], причем для построения этого фундамен-
тального решения необходимо продолжить функцию у(Z ) на все про-
странство так, чтобы было у(Х) > 0 вне некоторой ограниченной обла-
сти. Функция Gq{X, Y) удовлетворяет условию симметрии GO {X, Y)
= GO (Y,X).

Используя главное фундаментальное решение, получим интеграль-
ное уравнение относительно u o \s
-1я„(Х)+ J[h(Y)GO (X, У)+Щ) ÖG°

Õ{^ Y) ] u„(Y)dSr=F(X), (4.1)

les;

F(X)=: /Go(J, eo
C(Y)U~'] dQy. (4.2)

S Й

Очевидно, что если uO {X) решение краевой задачи (2.2) (2.3), то
%|s удовлетворяет интегральному уравнению (4.1). Совершенно анало-
гично теореме 1 с очевидными упрощениями, связанными с веществен-
ностью оператора задачи и неизвестной функции, доказывается следую-
щая
Теорема 2. Пусть поверхность S , а также функции X, с, у и h удов-
летворяют тем же условиям, что и в теореме 1, функции аO , ао тем
же условиям, что и а&, а/ г . Функция у, кроме того, удовлетворяет усло-
виям, указанным в начале этого раздела, и o еТ2 (Й) решение инте-
грального уравнения (4.1). Тогда функция

U{X)=-f[h(Y)G„(X, У)+Я(У) ■

dG°Y’ Y) ] uO (Y)dS y +F(X) (X<=Q)

(4.3)
является решением краевой задачи (2.2) (2.3).

При условии (1.5) из теоремы 2 и единственности решения задачи
(2.2) (2.3) вытекает единственность решения интегрального уравнения
(4.1). Если же имеет место (1.3), уравнение (4.1), как и краевая задача



О построении периодических решений.. 269

(2.2) (2.3), имеет решение, определенное с точностью до аддитивной
постоянной. Поскольку однородное уравнение, соответствующее (4.1),
имеет нетривиальное решение (равное постоянной), возникают труд-
ности при построении приближенного решения уравнения (4.1), так
как конечномерная аппроксимация интегрального оператора приводит
к матрице с нулевым определителем. Это замечание (при условии
(1.3) справедливо и для краевой задачи (2.2) (2.3), если для ее реше-
ния применять сеточные методы. Чтобы избежать отмеченной трудно-
сти, решение задачи следует искать в подпространстве Lz{S) © (1),
т. е. среди функций, удовлетворяющих условию ортогональности

/ u{X)dS =O. ' (4.4)
s

Применяя к обеим частям (4.1) операцию ортогонального проектирова-
ния, с учетом (4.4) получим

о о

=F{X) -^ls-fF{X)dS ’ (4 - 5)
S

Теорема 3. Уравнение (4.5) имеет единственное решение.
Доказательство опирается на следующий простой факт.

Пусть фо единственное, с точностью до числового множителя,
нетривиальное решение однородного уравнения ф = Step, где 2t линей-
ный вполне непрерывный оператор в некотором гильбертовом прост-
ранстве сг0 - нетривиальное решение однородного сопряженного
уравнения о 31*а. Тогда, для того чтобы однородное уравнение

ф =РЭ((р ) фo} (4.6)

{Р оператор ортогонального проектирования) не имело нетривиаль-
ного решения, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

(фо, ао) =#= 0. (4.7)
Действительно, пусть ф! Ф 0 решение уравнения (4.6); тогда
Р(фl —2Гф]) =O. Следовательно, ф[ = %ц>\ + Сфо, С = const фoи по
теореме Фредгольма (фо, сг0 ) —O. И обратно, при условии (ф, O , ао) = 0
уравнение ф = 2Гф + фо имеет решение, определенное с точностью до
слагаемого Сфо. Произвольную постоянную С можно вьгбрать так, чтобы
это решение удовлетворяло условию Рф }

= фь тогда ф! нетривиаль-
ное решение уравнения (4.6).

В нашем случае фо = const, и условие (4.7) принимает вид
(4.8)

s
где Оо(Д) решение сопряженного к (4.1) однородного уравнения
(при к = 0)

Xo{X)+l(X)J-dd^y Y) . a{Y )dSr=o. (4.9)

Из уравнения (4.9) и скачков на поверхности 5 нормальной производ-
ной обобщенного потенциала простого слон



270 Л. Темкий

V{X) = JGo{Y,X)Go{Y)dY
s

следует, что V{X) == const и

XoeS-

Выберем а0 так, чтобы Г(А) = 1 (1е й), По принципу максимума
все точки поверхности S являются точками максимума для функции V,
регулярной на бесконечности и имеющей на 5 постоянное значение

dV(V|s = 1). Тогда по теореме Жиро [s ] будет Значит,
ц 0 0, и необходимое и достаточное условие (4.8) выполнено. Теорема
доказана.

5. Замечания

1. Для приближенного построения решения в некоторых случаях вме-
сто главного фундаментального решения уравнения (3.4) может ока-
заться удобнее использовать функцию (3.11), которая является функ-
цией Леви для оператора SOT Однако тогда соответствующее интеграль-
ное уравнение будет содержать интегралы от неизвестной функции не
только по поверхности 5, но и по области Q.
2. Все проведенные выше рассмотрения переносятся на краевую задачу
с граничным условием вида

я—='«+/, (5.1)

где I линейный ограниченный самосопряженный оператор в L 2 {S).
При этом решение, вообще говоря, понимается в обобщенном смысле.
Если же I ограниченный оператор, действующий из С в С, то реше-
ние будет классическим.

Граничное условие вида (5.1) в случае уравнения Лапласа встре-
чается в задаче о малых колебаниях капиллярной жидкости, для реше-
ния которой применялся метод интегральных уравнений, совершенно
аналогичный рассмотренному выше (см. [ 6 ]).

3. Из того, что любая периодическая функция, квадратично суммируе-
мая на отрезке [О, Т], единственным образом может быть представлена
рядом Фурье, и из единственности решения краевых задач относительно
коэффициентов Фурье (см. раздел 2) следует единственность решения
задачи (А) и (с точностью до аддитивной постоянной) задачи (В).

Автор признателен Т. Томсону и Р. Мересмаа за полезное обсужде-
ние результатов работы.
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L. ТЕМKIN

PARABOOLSETE DIFERENTSIAALVÕRRANDITE PERIOODILISTE LAHENDITE
ÜLESEHITAMISEST

Artiklis on esitatud meetod teist järku osatuletistega paraboolse diferentsiaalvõrrandi
rajaülesande lahendamiseks slgtingimuse puudumisel, juhul kui perioodiliselt mõjuvad
allikad paiknevad nii vaadeldava piirkonna sees kui ka selle rajal. Selline probleem
kerkib elektrimasinate ja elektroonikaseadmete soojusrežiimide uurimisel. Ülesanne taan-
dub ekvivalentsete Fredholmi integraalvõrrandite süsteemi lahendamisele vaadeldava
piirkonna rajal. Integraalvõrrandite süsteemi on uuritud potentsiaaliteooria meetodite
abil.

L. TEMKIN
ON THE CONSTRUCTION OF PERIODIC SOLUTIONS

OF THE PARABOLIC EQUATION

A method for construction of solutions of the boundary value problem without the
initial condition for the parabolic partial differential equation is proposed. It is assumed
that the sources temporally act periodically. These sources are distributed inside the
region where the solution of the problem is to be found as are also on the boundary of
the region. Such problem arises in particular at the investigation of heat regimes in
electric machines and electronic equipment. This is a variant of the problem of heat
waves.

The solution is searched in the form of a trigonometrical series expansion in
regard to time. The boundary value problems for a system of elliptic differential
equations as to the coefficients of this series are reduced to the system of Fredholm's
equations on the boundary of the region. The system of integral equations with an
integrable singularity is investigated with methods of potential theory. The existence and
the uniqueness of the solution of the obtained system of integral equations of the
second type and its equivalence to the elliptical boundary problem is proved.

It is admissible, generally speaking, that the coefficients of the mentioned parabolic
differential equation and boundary condition are variable. The problem is considered in
a restricted region of m-dimensional Euclidean space.

14—22 (1972).
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