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П. ПУУСЕМП

ОБ ОПРЕДЕЛЯЕМОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ АБЕЛЕВОЙ
ГРУППЫ СВОЕЙ ПОЛУГРУППОЙ ЭНДОМОРФИЗМОВ

(Представил А. Хумал)

1. В f 1 ’ 2 ] было показано, что каждая периодическая абелева группа
определяется своим кольцом эндоморфизмов, т. е. изоморфизм колец
эндоморфизмов двух периодических абелевых групп влечет за собой
изоморфизм самих этих групп. В [ 3 ] было доказано, что каждая конеч-
ная абелева группа G определяется уже своей полугруппой всех эндо-
морфизмов End G (в классе всех групп), т. е. из изоморфизма End G ~

~ End Я, где Я некоторая другая группа (не обязательно абелева),
следует изоморфизм групп G и Я. В настоящей работе этот результат
обобщается и доказывается, что всякая периодическая абелева группа,
порядки элементов которой ограничены в совокупности, определяется
своей полугруппой всех эндоморфизмов.

Кроме общепринятых и упомянутых обозначений, будем придержи-
ваться следующих: Z(G) центр группы G; g' внутренний авто-
морфизм, порожденный элементом g\ я (G) - множество всех простых
делителей порядков элементов периодической группы G; (g) цикли-
ческая подгруппа, порожденная элементом g группы G; Im х образ
эндоморфизма х; Кег х ядро эндоморфизма х.
2. Следуя [ 4 ] (с. 303), назовем эндоморфизмы хи у группы G сумми-
руемыми, если gh = hg для каждых g е Imx и h е Im у. Отображе-
ние, переводящее всякий элемент g е G в элемент (gx){gy), называ-
ется в случае суммируемых эндоморфизмов суммой х и у, т. е.
gix -\-у) = {gx){gy). Отображение х+ у будет эндоморфизмом
группы G. Эндоморфизмы х и у будем называть ортогональными, если
ху ух = 0.

В силу [3 ] (с. 79, 85 и 86) имеют место следующие две леммы.
Лемма 1. Если идемпотенты хь .. . , хп полугруппы End G попарно-
ортогональны и суммируемы, то существует сумма Х\ + ... хп , кото-
рая является тоже идемпотентом, и

Кег (xi-]- .•
• -f-х п ) === Пг=l Ker х%. Im (xi-p- ... = J~[i= i Ini x*,

G= Kerx*)Z(iJi=ilm Xi).
Лемма 2. Если ф : End G End Я изоморфизм (G иЯ неко-
торые группы) их 1, ... ,хп попарно-ортогональные и суммируемые
идемпотенты из End G, то идемпотенты хцр, ...

,
х пф также попарно-

ортогональны, суммируемы и

(Xi-{- . . , —|—-£п)ф—- (Лчф) + ••.Н" •
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3. Пусть группа G=]J Gi является внутренним прямым произве-
дением своих подгрупп Gi, iе I. Обозначим через щ проекцию
группы G на ее подгруппу Gi. Предположим, что Я некоторая дру-
гая группа, для которой End G ~ End Я. Пусть ф : End G -+■ End Я
соответствующий изоморфизм и т» = луср, Hi = Im ту = Ят* (г е /).

Докажем при сделанных предположениях следующие леммы.
Лемма 3. Если t е End Н и тгт =0Н при каждом iе /, то х ОН -

Действительно, тогда 0 G = Онф-1 = (тгт)ф-1 = (Тгф-1 ) ( Т Ф-1 ) =

= Лг(тф-1 ) И СДтф-1 ) = (ОгЛг) (тф- 1 ) =Gi (я* (тф -1 ) ) = GiO G = {l}
при каждом iе 1. Следовательно, тф -1 =0G ит = 0О ф = Он-
Лемма 4. Для каждого iе I имеет место разложение Н =

= КеГТг X IтТг = Кегтг х Hi.
Доказательство. Пусть ie/. Обозначим через л** проекцию
группы Gна ее подгруппу JJ Gj. Тогда идемпотенты л* ип*
полугруппы End G ортогональны, суммируемы и лг- -j- щ* = IG.1 G . По
лемме 2 идемпотенты хг = л,-ф и лДф полугруппы End Я также орто-
гональны, суммируемы и (л* + лС)ф = Лгф + Лг*ф. Поэтому
Тг + Лг*ф = 1н И ПО Л6ММ6 1 ИМ66М Я = Im 1н = Im Xi Xlm (Лг*ф) .

Ввиду ортогональности идемпотентов хi и лДф ясно, что Iш(лг*ф) =

= Кег Тг. Следовательно, Я = Im Xi X Кегтг. Лемма доказана.
Лемма 5. Подгруппы /С=П ieEj Кег г* и Hi, ге/, порождают в груп-
пе Я прямое произведение

KXn iel H{= (П <еl Кегт|)Х(Я <еl Я|). -0)

Доказательство. Пусть 1,2, .. .

,
п произвольный конечный

набор различных индексов из множества I. Тогда проекции ль ... ,пп
попарно-ортогональны и суммируемы. По лемме 2 идемпотенты
t?i, ... ,хп полугруппы End Я тоже ортогональны, суммируемы п в
силу леммы 1

Кег (ti+ ... Д-х п ) flfe==i Кег хи-
В силу произвольности выбора числа п и набора 1, ... , пиз равен-
ства (2) следует, что подгруппы Яг, i е /, порождают в группе Я пря-
мое произведение ДЕ^Я*.

Предположим, что gе (П ;е1 Кег тт) П (_ДГ ■ Hi) . Тогда существуют
такие 1, ... ,

не/, е (Пь=l КегтДП(Я”=А)> т. е. g е= Кег (тгР...
.• • +тп) Пlm (ti+ • • -hh-tn)

• Таи как ti -j- ... +хп является идемпотен-
том и Кег тП Iшт = {l} для каждого идемпотентного эндоморфизма
группы Я, то g = 1 и, следовательно,

(П 4„Кегт4)П(Я, (3)

В силу леммы 4 ясно, что каждый элемент группы П (- е1 Кегтг пере-
становочен с каждым элементом группы Я 7 Hi. Поэтому из равен-
ства (3) следует равенство (1). Лемма доказана.

Обозначим

M=Kxn isl
Hi=(n (eI Kerr (4)
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Лемма 6. Если группы Gi конечны и цикличны (te/), то Hi~Gi
(t е /) и группа Н коммутативна.
Доказательство. Пусть выполнены предположения леммы. Из
изоморфизма End G ~ End Н следует, в силу [3 ] (лемма Е6), изомор-
физм End (Im ~'End(lm Тг), т. е. End Gi ~ End Яг- (te/). Так как
каждая конечная абелева группа определяется своей полугруппой эн-
доморфизмов [3 ] (теорема 4.2), то Gi ~Hi (te/) и первое утвержде-
ние леммы доказано.

Для доказательства второго утверждения покажем сначала, что
MdZ{H). Пусть g е М. Поскольку группы Я,-, i<=l, цикличны, то в
силу разложения (1) и ортогональности идемпотентов Тг ясно, что
т ig' =Гг При каждом id 1. Поэтому (ТгёД'ф -1 = Тгф -1 , Т. 6.
зМёГф -1 ) = Щ при каждом ie/. Если теперь b d Gi, то b= b щ =

= b{iu{g'y~ 1)) = (Ьщ) (ёГф -1 ) =b{g-ср- 1 ). Следовательно,
=1 g 1 С?г при каждом iеl, т. е. .Дер -1 =lg и g' =1н- Последнее ра-
венство означает, что gdZ{H). Отсюда следует включение
М a Z{H).

Пусть gе Я. Тогда tig' =т< (i е /), ибо М a Z{H). Теперь, по
аналогии, gdZ{H). Следовательно, Н = Z{H) и группа Я коммута-
тивна. Лемма доказана.
Лемма 7. Если группы (i е/) цикличны и порядки элементов
группы G ограничены в совокупности, то порядки элементов группы Я
также ограничены в совокупности.
Доказательство. По предположению леммы существует такое на-
туральное число п, что gn 1 для каждого g ё G. В силу изомор-
физма Gi ~Яг (te/) при каждом gе ]J iEil Hi выполняется равен-
ство gn = Е Поэтому отображение x:g^gn

, gdH, удовлетворяет
равенствам тгт = Он, i е I. Так как группа Я абелева в силу леммы 6,
то те End Я. В силу леммы 3 т = Он, т. е. gn 1 для каждого
g е Я. Лемма доказана.
Теорема. Всякая периодическая абелева группа, порядки элементов
которой ограничены в совокупности, определяется своей полугруппой
всех эндоморфизмов в классе всех групп.
Доказательство. Пусть G абелева группа, порядки элементов
которой ограничены в совокупности. Тогда группа G разлагается на
внутреннее прямое произведение своих циклических подгрупп Gi,
idl (см. [ s ], с. 107). Можно считать, что порядки подгрупп Gj явля-
ются степенями простых чисел.

Предположим, что полугруппы End G и End Я, где Я некоторая
другая группа, изоморфны. Покажем, что тогда группы G и Я изо-
морфны. Будем предполагать, что ф, Яг-, т; и М имеют свои прежние
значения.

По лемме 7 порядки элементов группы Я ограничены в совокупно-
сти, а по лемме 6 группа Я является абелевой. Поэтому порядки эле-
ментов группы HjM также ограничены в совокупности и группа Н/М
разлагается на прямое произведение своих циклических подгрупп:

Н/М=П (5)

Можно считать, что это разложение таково, что порядки элементов .за-
являются степенями простых чисел.

Покажем, что л{М)Е\л{Н/М) = 0. От противного предположим,
что я (М) Я я (Н/М) Ф 0, и пусть р принадлежит данному пересече-
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ыию. Тогда группа М содержит элемент с порядка р и существует
такой /о е/, что порядок элемента gj0 является степенью простого
числа р. Теперь можно построить следующую последовательность гомо-
морфизмов:

Н U- (gjM)(gjoM) Л- (с).
где е естественный гомоморфизм, а проекция, (gj„M) (3 =с. Обо-
значим т есф. Тогда те End Я. Так как Ят* = Im п = Hi с= М с=
с: Ker t {i е /), то туг =0Н при каждом iе /. По лемме 3т = OН.0 Н.

Но по построению т ф OН.0 Н . Полученное противоречие показывает, что

п{М)Г\л{НЩ=o. (6)
Из равенств (5) и (6) следует теперь разложение Н =

(Я je=j (gj))XM, аиз равенства (4) разложение

н=КХ iIIiel
Hi)X(Я jeJ {gj)) ■

Обозначим через р проекцию группы Я на ее подгруппу
КХЩ jt=j{Bi))- Тогда ре End Я и Нхг =Яг с= Кег р, т. е.
т,р =0н при каждом iе /. По лемме 3 р = Он- Следовательно,
КХ(П je,j{gi)) = {l} и Н=ПШ1 Н{. Так как ib силу леммы 6 группы
Gi и Hi изоморфны {i е /), то группы G и Я изоморфны. Теорема до-
казана.
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Р. PUUSEMP

PERIOODILISE ABELI RÜHMA MÄÄRATAVUSEST OMA ENDOMORFISMI-
-ABIL

Artiklis on käsitletud järgmist probleemi: millal isomorfismist End4~EndS (EndA
rühma Л kõigi endomorfismide poolrühm) järeldub rühmade A ja В isomorfism Л~В.
Üldjuhul ei ole sellele küsimusele vastust, mõningaid tulemusi on avaldatud artikli-
tes [ l-3 ]. Näiteks on artiklis f 3 ] tõestatud järgmine tulemus: isomorfismist EndA~Endß,
kus A on lõplik Abeli rühm, järeldub isomorfism Л~В. Käesolevas artiklis on näidatud,
et isomorfismist EndA~Endß, kus Л on perioodiline Abeli rühm, mille elementide
järgud on tõkestatud, järeldub isomorfism Л~В.
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P. PUUSEMP

ON THE DETERMINITY OF A PERIODIC ABELIAN GROUP BY ITS
SEMIGROUP OF ENDOMORPH ISMS

Let a group A be fixed and let End A denote the semigroup of all endomorphisms of
the group A. If from the isomorphism of semigroups End A and End В follows the iso-
morphism of groups A and B, then we say that the group A is determined by its semi-
group of endomorphisms. In general, the necessary and sufficient conditions for deter-
minity of an arbitrary group by its semigroup of endomorphisms are unknown. Some
results on this problem are presented in the papers [ l-3 ]. For example, in the paper [ 3 ]
it is shown, that from the direct decomposition A— and the isomorphism
End /l~End В follows the direct decomposition 5 =fi 1 X •• • X-Sn with a property

for any te{1,..,, rt). From this result it follows simply that an arbi-
trary finite abelian group can be determined by its semigroup of endomorphisms (see
[ 3 ], theorem 4.2). In this paper, using the methods of the paper [ 3 ], the last result is
generalized. It is shown that from the isomorphism EndA~Ends, where A is a perio-
dic abelian group with bounded orders of its elements, follows the isomorphism of
groups A and B.

It should be noted that in great many papers a similar problem for rings of all
endomorphisms of abelian groups is considered. For example, it is well known that
from the isomorphism of rings of all endomorphisms of two periodic abelian groups
A and В follows the isomorphism of groups A and B.
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