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ВАРИАНТЫ СУБОПТИМАЛЬНОГО СИНТЕЗА УПРАВЛЕНИЙ
МЕТОДОМ АГРЕГАЦИИ

Рассматривается задача управления нелинейной динамической системой с интеграль-
ным критерием качества. Исследуются различные способы агрегации системы порядка
п для приближенного решения задачи оптимального синтеза управлений. Выражения
субоптимальных регуляторов определяются методом производящих функций Веллма-
на—Ляпунова из агрегированной системы. Предложены критерии оптимизации прибли-
женных решений по вектору агрегации и примеры решения задач оптимальной стаби-
лизации движений некоторых консервативных и «/-автономных систем.

1. Рассмотрим уравнения возмущенных движений объекта

EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. 27. KÖIDE
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA. 1978, NR. 3

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ 27
ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА. 1978, № 3

X'\=X(t,x,u,c) на R={t^ О, I л: 1 1 <q},
и e U={u{t,x, с) с C(RXA), u e П}, (1.1)

x={xj,xk )*, *l== (*j)*, *'=(*i)*, x"= (xv) *, x<2)= (x p )*, u—(ua )*,
X(t, 0,0, c) =O,

x'=dx/dty Q^Er
, q=const, i=\,

(7=l, r^n,

v=/+ 1, m, const =с = (с/ 1) *, k 1, =2 Л область, открытая или
замкнутая, где X, U удовлетворяют на R° = R\x' = 0 условиям суще-
ствования, единственности хm и продолжаемости для f-oo
при t, х (=R°, с е Л.

Пусть (1.1) система Ляпунова по х 1 : существует и'[ V (t, х, с) ] е
е(/, для которого (1.1) имеет х'-определенно положительную (1.2) на
R функцию V{t,x,c), строго убывающую вдоль любой полутраектории
х{/] 5Е= x(t,to, Хо, с) ei?0 на интервале |7O, t+) ее определения в R 0 и,
кроме того,

V(t,o,xW,c)=o, V^Vi{xl , с) >0 на

i?\x 1 =0(y, Vi cz C{R), V c Ci(i?°), Vee А), (1.2)
сеф i?JflQ+=0

(/?о = Q+=(x+|x(U o,*+)<=Q+}),

l/’<o на R+=R° f]Q+ {V(to,Xo)>V{Rx[t]),
x'(t0 ) =х'O ФО, Vсеф,

tb fb = -|-oo для t / 1 =min

(x'[/i] =O, V‘ =—W).
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В случае inf õ 1 ( tO , x0(2) , с, в) » oнаC° = (0 t t°, )x0(2) | бо<2)} для
Ve< q, Vce4, tO , x o(2) eC° из (1.2) находим такое боДе) <С б l , что
|х I Ш|< е ПР И *о <* <

, \хо [ \ < б 0‘ (х 0 = хДо]). Обозначим а
= а (с) = mini/! на |x‘j = q. В общем случае система (1.1), (1.2) будет
W[t]\ С q для t^[to, t+), если *о взяты в цилиндре

где а > По 1
=max V {to, хO ,

с) на to, х0 е Ci* =С i (t° = const < оо,
c = fixconst). Тогда из продолжаемости х[/] на До, Т 1") следует, что
любое решение (1.1) {и и') с началом в С)0 принадлежит либо клас-
су либо классу D = {d[t]}. Класс F состоит из решений
(1.1), примыкающих к х' = o:х'->0 при < оо. Класс D состав-
ляют решения (1.1), не примыкающие к х'= oза конечное или беско-
нечное время. Из выражений (1.1) (1.3) и определения для У f[t], d[t]
имеем

е> |X/ (т) | >O, limx'/[t]=o, |х'/[т] | >o(те[*о, /i)),
1

(1.4)

Используя прямой метод Ляпунова для траекторий f, d с началом в Ci0 ,

получим следующие критерии х'-стабнлнзации регулятором и' решения
х = 0 системы (1.1) (п = 0).

Теорема 1. Регулятор u'{t,x,c) системы Ляпунова (1.1), (1.2)
реализует для значений tO , x{to) в (1.3) х'-стабилизацию движения х= 0
и устойчивость по его х 1-компоненте, если вдоль любой d-траектории
(1.1) {и = и') с началом в С {

° выполняется неравенство

Доказательство. Действительно, из (1.2) (1.4) для V е q,
се Л и tO, х0(2) gС° имеем решения х= О, где ЗбоДе),
н цилиндр С 8

°
= {ДД б O Де), хo' фO}X С° начальных значений, для

которых \x'[t]\ < |х'|Д]| < е при t 0 t t+ {tf+ =tu td+ =. oo). Кроме
того, любое решение x[t] F при tO, х0 е С е°. Допустим противное.
Интегрируя уравнение V= W вдоль d[t ] в области R O

, из (1.5) по-
лучим неравенство v° 0, которое противоречит (1.4) по определению
d[t] eD, В силу примыкания всех решений к х' = 0 при V tO , х0 е С е°

для С)0 имеем х= 0 на интервале
t\ — оо. Теорема доказана.

Замечание 1. В (1.2) п (1.5) истребуются [ l,£ ] дифференцируе-
мость Vнах' = 0, равномерность по t, х(2> условия К->0 при

= W o \^o {q), |jc®| (2
0

) (6J2-f 6(f)2<Q2 ), (1.3)

1 1xf {tl )=0 при ü°=o, lim У/[т] <u o=ü/[/o] <а,

Q> \x d (т) | >O, f0 lim |x' d [x] j =г°, |х'(т) ] >o(т^о),
Т->оо

lim |x'd (t) |=г inf |x'd(t) | =Qo^o(ro=o при q o=o, |x 1 1 | x'|),
Т-м» TjSsfo

o<Ü°= lim v d [x] <Vo^v d <a= .
T->oo

= min V' I (i»[t] = K(t, x[t] , c), c= const e A) ,

|x‘|=P

со
ü°< / w[x]dx{w[x\ W{x, x[x\, c\u'{x, x{x\, c)) = V'[x]). (1.5)
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равенство u'{t, 0, с) =O, х'-определенная положительность W:
W{t, х, cf V, и') W 0. Назовем стабилизирующим на. Cj o класс ре-
гуляторов U'={u'{t, х, с) ,| и' еU} системы (1.1), производящих хl-
-х'-стабилизацию х= 0 для t\ 00, tO , Хо е С 1! 0 . Согласно
теореме 1, класс U' для системы Ляпунова (1.1) определяется из усло-
вий (1.2), (1.5) на функции X, V. Условия выбора стабилизирующих
регуляторов упрощаются в леммах 1 и 2, где используются свойства
решений дифференциальных неравенств и обозначения;

Тогда регулятор является стабилизирующим на С\°.
Доказательство. Покажем, что Ух[?]е.Р при tO , Хо gC| и

условиях леммы. Допустим противное на [/0, °°) существует d*[t]
с началом в Ci0 и свойствами (1.4). Рассмотрим функции х*[Д =

= с), v*[t] = V (t, d*[t], с) . При to tих значения лежат
в Ло, Л. Из (1.7) имеем оценки юл —g v*, с), v*’
< g2{t, V*, V*, С).

Условия (1.8) выполняются, так как примыкание v*, v* к нулю при
£->-]-оо противоречит неравенствам V Vu у и свойствам (1.4).
Но так как (1.7) и (1.8) не имеют решения и*[/], v*[/], то D 0 и все
рассматриваемые Лемма доказана.

Рассмотрим ее модификацию в случае существования для системы
(1.1), (1.2), (1.6), (1.7) потенциала P{v, у, с), удовлетворяющего в
Г= (и О, V 0} условиям

v=v (t, X, с) с)>o, o< \х'\ <Q, v| X '=o=

= 0(V, V! CZ С (R ), Vс Ci (R0 )), (1.6)
v*=sup y{t, х, с) на Q={R[]V{t,x,c)^v lo} 1o } (Q°=Q s x' = 0 yi^oo),

■vo =rnax v(/0 , xO , c) ,vi =max V {to, xO , с) на C[ = Ü°i =C\ |J я'=&o,
с,*

c o=c[/o], v o=

v[/o] (o<P l (xo 1
, c) 0 =V {to, xo, c) =min Vi, c—fixconste/l),

lx'|=p

Ao={o^t o<vo<v 1
0 , o<vo<v®}, A= o<n<nj, o<vs^vj}.

Лемма 1. Пусть для (1.1), (1.2), (1.6) на R° неравенства

о, v, с),
Všg—g2 {t, v, V, с) (gi, g2^C(Л), gi>o, v =vp],yc еф (1.7)

в области Л не имеют решений, удовлетворяющих условиям

Ишп[Д>o, lim v[/] >ОДO , по, vo еЛ0 (и‘<o на [/ 0, *+)). (1.8)
<->■oo <->оо

{o,o, с) —О, О, v>o, Ра С (Г), при V—>-оо Р-+оо (Уиl>o, сеЛ),
(1.9)

*£ ==*' 1 1Г+*'2 'д7>o на Р={«>o, v>o},

ÖP <SР
o<—с=С(ГО),

v,v,c), с) на
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Из (1.9) следует, что для (1.7) Р это функция Ляпунова вида

Из (1.9) и (1.10) заключаем, что неотрицательное решение дифферен-
циальных неравенств (1.9) ограничено. При этом предельное множество
траектории, соответствующей d-решению, не пусто и состоит из един-
ственной точки и 0 > 0, V*0 > 0, удовлетворяющей уравнению

В силу (1.9) существует единственное решение v* = v* (и, р, с) уравне-
ния (1.11), где o<v*(o,/?)' с= С(ГO, o<V*cz С { (Ti°), Гi :==

={v 0, Fi°={t)>>o, С учетом (1.11) из (1.9) и
(1.10) подстановкой V* на Fi° находим

Используя функцию s{v,p ) и (1.12), аналогично получаем результат:
Лемма 2. Регулятор и' {t, х, с) стабилизирует на Сi° систему (1.1),

(1.2), если при и и' она удовлетворяет условиям (1.9) и (1.13).
Замечание 2. В леммах 1и 2 нет условия dimx' == dim х 1

, тре-
бования 1F >oпо х' [2 - 3 ] и равномерной ограниченности vf А^ 2 =
= const У> 0 для выбора u'{v i = j х'\2 ) [ 3 ]. Отметим, что доказательство
теоремы проходит, если vf —N2 2 ■===• const <С 0 в точках Я, где
vi" >• N\ 2 0 [ 3 ]. Теорема в [ 3 ] есть следствие леммы 2. Покажем, что
при условиях [ 3 ] имеем подслучай леммы 2, при котором выполняются
неравенства

оо

Л«=7'ХГ»(o<§'l . g'z а: С(Л°), Г=[o,оо)),

0 на А°, =

=Po{Po>Pd[t+]=p+>o), (1.10)

po=P{v0, Vo, с) >P(o 0 , о, с) >0 üo >ü>o(lim v[t] ==и°<цo, vo =v[/0 ]) .
t-yt*

P(v°, v0
*~ c) =p°(v°= lim v[t], o</?°= lim p[t], o<Cv° = limv[/]), (1.11)

oo f-yoo t-y oo

o<ф(о°, c) =P{v*, 0, c) <^po=p[t0] (ф(о, c) =P{v, 0, c)).

g?(t,v,p,c), p'^—g°z {t,v,p,c) (o<ф(у°, o<ü°<ü),
(1.12)

g°i =g/

i
{t, v, V* {v, p, c) , c) >O, g\=g"z {t, V, v* (v , p, c) , c)

(g ft c= C(FJ), A=T2).
Пусть существует интегрируемая g[t], для которой имеем

=g(t, 00, po,o°, P°, c) >0

ф(и°) <gp°^.p^.po), (1.13)

lim /^[T]dt>s[f o] s[oo] (s=V 2(^+P 2 ), s‘^G =o^®+/7^° 2 >G°).
fo

Vi>o, g'i(o)=o, /g'i (!)<*£=■+ oo

(1.14)
—g'u V'< —g'2= ./V2 =COnst, P{v, vi) =Я2 Ц + 0-1 (vi)

(vi=|a/[ 2
, c=fixconst =co e A) ,
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В силу (1.14) для теоремы из [3 ] выполняются все условия леммы 2.
Заменой W>o на W 0 (при dim х' <С dim X), giД> 0 на 0 и
P{v,v,c ) на P{t,v, v,c) при надлежащей модификации условий лемм
1 и 2 и теоремы 1 можно ослабить (усложняя) ограничения, задающие
для (1.1) класс U'. Для построения U' возможно использовать Ах' и ус-
ловия, дающие равномерную непрерывность, липшицевость, равномерную
устойчивость по to, а также ограниченность изменения Уl *х'.

2. Поставим задачу оптимизации (1.1) при и = и'0 по критерию

Ее решение минимум интеграла, и и, стабилизирующий на CR, обо-
значим через /°, и'о. Введем переменные агрегации %,i = h{t,x,a) пре-
образованием

vi дР дР
ф- 1 Ы = Д.(Э4 B\фе,тр-н\o)]. о,

о
о

р° Р(ц°, 0) = }*gi{l)dl>o, v° >O, o<£*=ming;(u,p) на
о

р°^р^.р o,

OO

G°—ü°g-o>>üog*=g-[T] =const>o, s[/0 ] s[oo] <Jgdx= oo
to

т®~чт=l)>
s = l J2 {v2+p2), s[t0]=y2 {vl+p2

0
), s[oo]=V2 (w 02+P°2 ).

t\
I{t,x,c\u)= J L{x, x, и) dx, min I=l°{t, x, c) = /(/, x, c\ u'o), (2.1)

t u'e.U'

o^L{t,x,u)czC{TXEn Xa), LcC^jTX^XÖ o),

£”=£"\X=o. Qo=Q\o,
we Q Er ], c=consts/4,

t l : x'\P\ =O.

yi= v(t,x,a), y2 =v{t, x, a) , x, a) , 1= {yu y2, 2P )*, (2.2)
У=(Уа)*, z=(z p )*, a= (aÄ)*=const <= Ä Ek

, Š (0, õ) (6>o, 1),

inf v(/, a) >O, Ve>o, zs{t, o,a)=o
TXE n , \x'\^e

(i=\,n, a=l,2, p= 1, n —2),
обратимым на

R°++D°, C° 4->Z)J = {O^Xo^0 , o<.v^v 10,l0 , 2“^2
T—{t^ o} при УаеЛ, где z-=infzp , z+= supzp на 7?,

Ft ={2-<z PJ={o^/ o<v<v°o},
=ГХ{г/(^)}^Рo иг/2=o.

Здесь D, Z>°, Di° образы областей R, R°, Ci0
, zp c= C{T X/? X А ),
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с: Ci (Г XЯ0 X А) , D= D (а) = I{R) , zp переменные типа углов;
и, V переменные типа действия в смысле (1.2), (1.6) при с —а, где
а вектор агрегации. В новых координатах имеем эквивалентные
(1.1), (2.1) модель и задачу

С учетом (1.1), (1.2), (2.2) решения (2.3) при 0, |[/0 ] =|o ,
u" <= U существуют, единственны и на D°{a), где а =

—с = const, Fе Ci (Z)° XйOX А) ■ Обозначим через U"
= g, а) |и" е U) класс регуляторов {и"} системы (2.3), произво-
дящих у\-устойчивую g= 0 для tO ,

| oeDi°. Для
Vae Л, с= с о имеем и" {t, I, а)= и" х, а), а) = и' {t, х, сo {а)),
U"U'. Будем искать приближенные (субоптимальные) решения за-
дачи (2.1) //-агрегацией [4_6 ] и методом производящих функций
S{t,l,a ) Веллмана—Ляпунова, используя эквивалентность оптималь-
ных систем (1.1), (2.1) и (2.3). Ниже выбор вектора агрегации а под-
чиним критериям оптимальности /(а). Возможны различные варианты
агрегации [4~7 ], соответствующие выбору исходной
модели, ограничений и критерия (композиционная агрегация) или по-
гружению оптимизируемой системы в класс, порожденный априорными
свойствами условного, геометрического и физического характера для ее
г-подсистемы (экстремальная агрегация). Эффективность используе-
мого способа построения агрегированной системы (модели и критерия)
определяется типом модели, целями оптимизации и методом исследова-
ния. В качестве примера рассмотрим два варианта композиционной
агрегации.

2.1. Вариант обращения, связанный со сдвигом
ядра функционала. Агрегированную систему, соответствующую
(2.3), введем заменой

где модель (2.3) сохраняется, а функция Sx+{t,l, а), производящая ре-
гулятор w+[s!+] еU, удовлетворяет на D 0 для (2.3) условиям

l'=F{t,l,u,a), y‘=Y{t,y,z,u,a), z‘=Z{t,y,z,u,a) (с=сo еф, (2.3)
v 1

J— J L' (г, у, z, и, a) dx {L'=L (t, x{t, g, a), u) ,

t
I(t, x, cq\u') —J(t, g, a\u"), u"= u"{t, g, a) =u'{t,x{t, g, a), со),

t/ l =ti=mmtl : y2[t l ]=o, a ей},

min g, a) =J{t, g, a | и”) (VаеЛ, {c° )*=co=ifixconst e Л),
u"eU"

F{t, 0,0, a) =O, F=X{l), Y=X(y) , Z=X(z),

с
J\= / L+dT,L*=L' i +AL\{bL\ssL*{t,l,a)==—B'[S+,u+]), (2.4)

t

B'[S,u^S-Um.+L' W (-f~*. -g-=P« P=(*o‘. HiJD’
fj c+

S*{t.yu o,z,a)=o, S+(<,|,o)>o, u=„.

(L\ =L'^o, (2.5)



280 И. Кейс

Пусть u+{t, |, а) регулятор, стабилизирующий (2.3) на D\° в смысле
п. 1. В частности, и+ U" , если в переменных t, х этот регулятор и си-
стема (2.3) удовлетворяют теореме 2 или леммам 1 и 2 п. 1. Условия
стабилизируемое™ в/, Е получаются заменой У 1), х', х {2\ с— с о соот-
ветственно на г/, у2,

z, а.
Теорема 2. Допустимый регулятор u+{t,l,a) оптимальный по

J Д, если выполнены неравенства (2.5) ии+ <= U".
Доказательство. Pis (2.4), (2.5) следует для Va, a+ е Ö

оценка

Интегрируя (2.6) вдоль траектории (2.3) при u t0 ,
с учетом a+e U" и (2.5) получим неравенства, доказывающие теорему:

(2.7)

Из (2.7) стабилизирующий (2.3) на И]0 регулятор u+{t,£,,a) суб-
оптимальный по/ь

Теорема 2 это модификация в целях агрегации результатов [ з, з, 7, s

полученных для решения проблемы обращения при более сильных пред-
положениях. Приближенное решение SA{a), J l +{a), и+ {а) задачи (2.3)
экстремизируем по параметру а. Для простоты критерием оптимально-
сти вектора агрегации а* изберем для Va, а* е Л условие минимума

функционалов f = ff- (а) вида

По теореме о среднем для V/деС ф 3 из /П получаем Да надлежащим
выбором f, O . В случае неквадратичных V+a на х' показатель /За аналог
вероятностного критерия [5 > 9 ] типа tr. Невязка /Vх характеризует для
УД, УД2 ') локальную близость оптимального щ° и субоптимального щ+

регуляторов. Не требующее, интеграции вдоль (1.1) при и = иД опре-
деление /у 1 проще определения /У2 ). Внутренний вектор а/ агрегации
а*' —а., минимизирующий f, удовлетворяет уравнению

В' [s+ и] и+], и, и+ g= U.

, j-B[S+,u]^B[S+,u+]^^-\ u_u .+L+(u+)=o (Ц,«еВ'ХЛ). (2.6)

t* к
min /L+ dr=S+{t, a) /L+ dx.
U&J" t t

/° (/, I, а) |, а\и+) а) при ВД5+, {t, I, а<= D°~XA) ,
(2.8)

(B'[S+ /;.= / 4 («“)).

f“(a)= / fo{t, x, а I V a )dt JJ dxs{fo c= C > CJgCJ, a=l,2), (2.9)
Ci'° s=l

V l
+

=S+{t,l{t, x,a),a),V®=J+{i, l{t,x, a),a ) (/=l, 4, 7+ = a| a+)),

f\{a) =V\ {t, x, a) , №{OL) = VW{t,x,a) ( (/, xs) *==4ixconst, s=\,n),
А г Z T-

/(a)(a) =divg a (/, x, a) = 2dg<*JdXi{ga -x' —f* g«= (£«)*, =0=0),
зс' г=l

f(f (a) = \ B[f*, u+] | l{t, x, a),a),B[f, ao ] =—■
u=Uo

+U{u o) ) .
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(2.10)

Единственное решение (2.10) будет оптимальным вектором агрегации.
2.2. Второй вариант. Рассмотрим на DX А класс непрерыв-

ных вектор-функций П■= {у (г, у, а) }, непрерывно дифференцируемых
вне у2 =O, со значениями в Г_+. Подстановкой г = у*еГ ь где Г_+ =

= (zp“ zp 2р+} , в (2.3) получим агрегированную [4 ’ 15 ] систему

Здесь U*" класс стабилизирующих (2.11) на y^D x0 регуляторов со
значениями в образе П* области Q при композиции z = у*; уе D 0 на
[X t*) для V« е [//'. Минимум S2*(t,y,a) функционала /2

* на U"
критерий оптимальности м*° е U*", S 2

*

= /2 [и* o].
Пусть на D°X-<4 для (2.11) известны S 2*, u*°<=U*", удовлетворяю-

щие условиям

где tuP регулятор, стабилизирующий (2.3) на Di 0
, т. e. u*° e U". Из

(2.11), (2.12) находим, что и*, S 2 решение оптимальной задачи для
у*-агрегированной системы (2.3), одновременно стабилизирующее и
субоптимальное для (2.3) с V = L'2 в силу соотношений

(2.13)
Используя обозначения (2.13) и замену V+* на V** из (2.9), получим
критерии а-оптимальности. В отличие от варианта 2.1 в варианте ком-
позиционной агрегации 2.2 одновременно требуются включение

и нахождение решения уравнения Веллмана—Якоби
со свойствами (2.12). При интерпретации z = y*(t,y,a) как связи на
модель (2.3) в общем случае получаем дополнительное ограничение на
и, не налагаемое в п. 2.1. В этом смысле способ агрегирования 2.2 гру-
бее способа 2.1. Преимущество варианта 2.2 перед 2.1 состоит в у-авто-
номности регулятора и* 0. Случай линейного объекта (1.1) с квадратич-
ным критерием (2.1) подробно рассмотрен в [б - 10]. В силу различия ис-
ходных постановок сравнение эффективности вариантов 2.1, 2.2, 2.3 и
их комбинирование здесь не проводятся.

2.3. Вариант экстремальной агрегации. Пусть для 2-
компоненты решения (2.3) на отрезке [/0, С] при Vи"е U" и VС,
feo^Hi 0 , а, сo е/1 известна оценка Г-области достижимости по г вида

3 ENSV TA Toimetised F*M-3 1978

df/da*= 0(f=f“ (a), a'*= *e= i(A), 1).

y=Y*{t, у, u\a), /* = J у, u\a)dx{t*=mmtl : y2 [t l ]=o), (2.11)
t

Y,= Y(t,y,y.(t, y,a),u, a)cz Ci(D°XA),0),

osS:L,=L'2 (t, y, y.(t, y, a), u, a)cz С(£>ХЙ*ХЛ),
L'2 =L',

и£= £/"= {«(<, у. а) с= С(O*ХЛ)- « е й*) (й*=й| 2=v>, й;=Й*\и=o).

s*2 | й=о=о, s;>o. B*[s;,«]>B*[s;,«i]=o(»,»'.6t/:), (2.12)

B*[f, и»] =(dfldt) u=u‘-\-L.{u.o)

min S*= S* ( t,y(t, x, a),a) =V\, I\ ( t, x) <h{t, l{t, x,a),a\ иo') =V®
u<=U\

Y°p (*, */[O, а) р р] <y4
p (*, У[*] , a)

(fEFi, ti£pu"f=U", a=o,l), (2.14)



282 И. Кейс

Для (2.3) введем две агрегированные системы So, Si с достаточно глад-
кими критериями Bг°,8 г°, 53

! их оптимальности

В силу (2.14) оптимальная модель (2.3) содержится в объекте (2.15)
модель систем So, Si. Обозначим оптимальные стабилизирующие на Pi 0

регуляторы систем So, Si через п 3 °, и3 К Для них функции 5 3°, 5 3
! удо-

влетворяют в области Р X А соотношениям

Последние неравенства являются следствиями используемого предпо-
ложения о существовании достаточно гладкого оптимального решения
Uo"{t,š,a), S 3 ,= J3 [üo"] задачи (2.3) и уравнений (2.16), из которых
они получаются интегрированием вдоль (2.3) (м!= щ/Д оценок на
D°XA, соответствующих (2.16)

Неравенства очевидны геометрически при подстановке в показатели
(2.15) допустимого для So, Si оптимального элемента и0", £° модели
(2.3). Регуляторы u3°{t,y,a) и u3 l {t,y,a) оптимальны для экстремаль-
ных агрегированных систем S0

* и Si*, полученных из (2.15) заменой
г = 2з«(*, у, a) (z3a= (z p a )*, а=o, 1, р = 1, п— 2)

ге= Г= {z|y°p у, a) (/> «)1 (Y° p (*о, г/о, a) <zpJ7 0 ]

а), s=\,п —2).

У'= Y {t, у, и, а), v= (zp, Uo)* M=GXU, ze G={y{t, у, a)e Fi, уеГ},
(2.15)

о *•

53 (t, y, a) =min min/3=min /3 (/з= J L' 3 dx, L' 3 =L', u=(ua)*, a=\,r),
геС иеР яеМ t

S31
(/, у, a) =max min /3 (/i =min Z1 : y2 [t l \—0, £/={«(/, а)с= С, и e Q}).

zeG ueP

y, a) 2=o =O, min Б [S°, u] =0 на P°XA, (2.16)
г>еМ

/ dSa \

maxmin£[SJ, u]=o на £[S“ yo ]
v=v o + L'siv0 ) , a=o,l j ,

zeG uet/

ü 3
= (Zp (*. У, а )’ иа а3 У’ У’ a ))*>

'i^eAf'(p=l > n — 2, а=l,г<я),

y[t, | и'] e P°, 1 ü'] ==o(/o^^i).

Ss (*, У, a) <S3 (f, у, z, а) =

= min /s^Ss 1 (/, у, а) {O°ХА 2, zp , ал )*,А;^l).
u"eü"

HdSydt) u=u"^—L'3 {t, i, u", a) {dSydt) u=u
"{£=F{t, u,a)). (2.17)

*i°
dy°/dt= Y\t, у°, z° (/, г/°, а), и, а), /*0- / L' (т, г/°, z°(£, г/°, а), и, а) dx, (2.18)

’

*

dyl /dt== Y(t, y\ 21 (/, z/1, а) , гг, а) ,
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Следовательно, они субоптимальны для (2.3) при Z/ = Z/3 . Допустим,
что а3°, «з 1 регуляторы, стабилизирующие (2.3) на Di°{u3
Тогда аналогично (2.7), (2.17) из (2.16) находим на Di°XA оценки

Обозначим через /о'0 ,
1 первые моменты lim y2a [t] 0 при /-> /0 а

соответственно для и = и3а в (2.3). Интегрируя B[S 3 a,u3 ö ] (õ 0,1)
вдоль (2.3) для V tO , |о -Di 0

, получим величину q = 2[/3 (/, g, а\и 3°)

hit, I аЫ)], равную выражению

знак которой фиксирует выбор и3 а для лучшего приближения решения
задачи (2.3). Если /0

° =С 1 и q [/] монотонная функция, то для индекса
а = 0, 1 имеем

Из-за сложности проверки (2.20) в общем случае для субоптимальной
стабилизации (2.3) выберем и3 1 согласно (2.19). Критерии a-оптимиза-
ции приближения S3 1

, и3 1 получаем из (2.9) заменой V+ 1
, К+ (2)1 на

Sd*(t, х, а) = S3a(t, y(t,x, a), a), I3 (t, х\щ'ф (и' — иЩх))) с учетом
обозначений (2.3), (2.18). При неопределенности выбора и3 а заменим
У+х и V+W соответственно на \l. 3 {и3и ) —/з(а30/ )| и |Sa

* — Sö*| (а ф
Ф 6 = 0,1).

Из сравнения систем (2.11), (2.18) следует, что в отличие от 2.2 в
варианте 2.3 вектор-функция z3 a = y*a (t , у, а) подчинена условиям
(2.14), (2.16) экстремальной задачи (2.15).

2.4. (/-Автономный [7 - 8 ] случай задачи (2.3), (2.14). В
этом варианте на D° X А существует оптимальное решение S°{t,y,a),
u°{t, I, a) e U" задачи (2.3), удовлетворяющее условиям

il
J*3i= S L '

3 (T, y\ z1 {t, у\ а) , и, a) dx=o),
t

S*{t, У, a ) = min-/J®
jttelf"

(dim o=2, t
Q,y*€=po, ya[t]t= P°, u*e=U", a=o,l).

S° 3 {t,y, a) 3 {t, I, a\u° 3), S 3 (t, I, a ) </3 (f, £, a\u\),
h{t, a\u i

3 )^Si
2 {t,y,a), (2.19)

h{t, l,a\u*) J3 (t, I, a\u' 3 )^>S°3 {t,y, a) a ) (a =0,1).

CW = /V[SJ. «У+В[s», «»])*-/ (B[S‘, u‘]+B[S«, u\\)dx. (2.20)
t t

2a=l+sign(B[si, и°]+£[s°, и®] и*] B[S°3 , и\\).

s°^50 1у2=о=0, s [s°, и] w°] =0 (t,y,a(=PXA, u,u°^U"),
(2.21)

В[S \ и*] =Я, {t, I, a) b {t, y, p'„ , a)

{S*=S*{t,y,a), s*, S° cz C(PX^).

b{t, у, p'*, a) =O, дЬ!др'*Ф o на

/
, /dS* dS*V „ ,

\

\P *~ (ö/ ’ öOP
) ’ P -I ’

2 )’
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Отсюда заключаем, что экстремальные для (2.18) вектор-функции
(2.22) будут оптимальными регуляторами задачи (2.3) (Z/ = Z/3 ), если
система (2.3), (2.14) «/-автономна (2.21) и u3a <=U". В силу независи-
мости /3 [«з/а ] от а при и3 а = u3 a[t, у[х) , а] оптимизируемая система
является грубой и поэтому a-минимизация по (2.9) не требуется. Заме-
тим, что экстремальные по (2.18) при z y*{t,y,a) gG регуляторы
Мз[у*] .== и* {t, у, у*, р*, а) оптимальны для задачи (2.3), если м3 [у*]
е U". Для линейных по и систем (1.1) предложены [7 ] условия на мат-
рицу, вводящую управление, и внутренняя аппроксимация нестационар-
ных ограничений на и, при которых система (2.3) обращается в «/-авто-
номную.

3. Примеры. Применим результаты пп. 1 и 2 к задачам опти-
мальной стабилизации невозмущенного движения некоторых консерва-
тивных и «/-автономных систем. Функции Веллмана и оптимальные ре-
гуляторы для этих классов систем удовлетворяют условиям теорем 1 и
2. Для z-стабилизации движения z == 0 консервативной системы

найдем при условии 0 v (а) v°, где v(w) положительно однород-
ная выпуклая функция типа нормы [ 7 ], регулятор и0 и оптимальный по
критерию функционал

u*= u*{t,Š,p*,a), u°= u*\s*=s’>{p* = ) .

Из (2.16) и (2.21) выводим, что S3° =S° = S3 1
, если регуляторы

и\ = и* {t, у, z°, р*, а) =и® (*, у, а), =и* {t, у, zl
, р*, а) =w* (t, у, а) , (2.22)

где l{t,y,ž°,a) s$ %{t, у, z l
, а), za а С{Р° X А) , а = 0,1,

являются стабилизирующими на D x ° {и га е О") для (2.3). При этом ус-
ловии из (2.1), (2.19), (2.21) и B[S°, ц3«] = 0 получаем равенства

I, а\из) =S°(t, у , а) = min J3 {t, l, а\и") —il(t, x) = min/3.

u"&J" li'eU'

q-= dhjdp, р-=Аи dh/dq (z= (qi} pi) *,

Я= Ы\ P=(Pi )*, u={usy, i=l7n, s=T7), (3.1)

h=h(z)> o, ft(o)=o,

(—i=o, z=o, ft<= C2(|z|i<oo)),
a 1 рф 0; p=o

(a 1==—A*b, fr=i, Л= 1/7[ЛO, Лo=llа<в (2)Ц czCi(|z|<oo))

/= = 00, v°= const>O, fo, v^O)),
to

(3.2)
Л-tft, o) —O, g>o, /.(A.v»)-s- l (A)>0,

тг=т(г) =р(а 1), q(w) = sup (ц-g) на
l
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на ограниченном множестве /V0 = {z\h{z) <С Р], где 0 <С /° = const <5
< sup h при z<= Е2п . Множество N 0 ограничено, если h-> oo при
\z\ — oo. Функция q{u) имеет все свойства сопряженной ей функции
\{и) [ 7 ]. Экстремально решение

Отсюда по теореме Барбашина—Красовского находим, что регулятор
(3.3) дает асимптотическую устойчивость 2= 0, если z{to) eiVo. Тогда
из теорем 1 и 2 следует, что иР оптимальный по (3.2) регулятор за-
дачи (3.1), (3.2). 4>! минимум функционала I(а) для Vz(/0 ) gIVq.
Регулятор ti°{z) дает оптимальную стабилизацию 2 = 0 в целом, если
h-+- 00 при ]z\ —>• 00. Заменим равенства в (3.1) условиями

Здесь равенство А = \рАо не требуется, ha (p), w{h) >0 на С l
, [O, / o ].

Пусть с о = const минимум модуля корня h2 {p) = 11 = mmh\{p) при
lp\ Ci. На D 1 =(0 h /ь z е С l } рассмотрим

Из (3.2) —(3.5) получаем неравенства

при которых удовлетворяются условия теорем 1 и 2, a u°(z) будет
оптимальным по (3.2) регулятором /7-стабилизации (3.1), (3.4) для
любого z(tо) еС° = {z: \р\ < сO , р Ф o}. Здесь оо, а перемен-
ная типа действия у2 = h{z) инвариант (3.1) при и = 0, b = dh/dp.

Пусть для уравнений возмущенного движения регулируемой си-
стемы

'v(l) =\ (q(0) =0; q~> o, иф o; r^.n)

Si= J O^h^l0, u°=\°dQfdal
, z No =No\p =O, (3.3)

о
лРф (h) —fo {hyA-fi {h, v°)

{a 1——A*dh/dp\ а 1 ф 0; рфО] «°(2)=o, z<=№\N°Q ).
В силу (3.1) при и = иР (2), 2g= N O , имеем неравенства

h‘=—y°a l ’dQ]da i= p'= — dh/dq=£o при
/7 =O, 2=^o(q(ö 1 ) >O, рфО).

MpXä ( zXMp), 2 ее С l ={г:\р\^.с±}

(ha (0) =O, ha cz С (С 1 ), Ci= const, а=l,2), (3.4)
(ш(0) =O, w(h) cz С[o, / o], геС 1, h (2) 0 = sup h) .

zeC 1

S« (ft) =V»- / [/„ (ft) +f,(A, v°)]dA, 0 “o ='’°^Г
(zeC 1

, рфО, а'=—А*ЬфО). (3.5)

Q{al ) a l \ dS oJdt^Qo [fo+fi{h,vo)]w{h),

В [s°, и] [s°, и o] =O, •

Q o=miriQ(e), \е\ =l, o}, v(«°) =v°(2eC 1
, p=/=O, Och^lo),

e

r—X{t,x)'-\-A {t,x)u{x= ( xk )*, z— {t, Xk)*^En+l
,

u=(us)*, k—\,n, s=l, r), (3.6)
o<v'(m)<v°. X={Xh )*, X{t, 0)=0, А = ||адв || c: Ci (E n+i ), XcC^E**1 ),
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известна х'-определенно положительная функция y{z) со свойствами

Здесь г/а (х'), w{y) положительно определенные функции на
у 0, g = g{y) непрерывна на у7>o и не зависит явно от z, q(«)
задана формулой (3.2). Неравенства (3.7) справедливы для норм-ннва-
риаптной, а также у-автономной системы (3.6), удовлетворяющей усло-
виям

при которых х— | Со | = const, V 1 = | с0 | -1 1P*A\u\ , q 1 (и) = |сo | X
X \Р~ хА*~ хи\. Для х'-стабилизацин (3.6) найдем регулятор иР, опти-
мальный по критерию

При условиях k 0 = —gk ь g o{уУ> 0) получаем в D о 1 стационарный
граничный режим [ 7 ], для которого имеем полную систему уравнений

x'={Xi)*, х"= (Xj) *, X\={Xi)*t Л!—Цагв!l(l=lД</1, j=l+l,n^r)

У dx') 2 {х')
{уа {o) =O, | x/ J —оо, у, уа <= С (£n+l ) , а=l,2), (3.7)

F[y]=xg{y), х'фО

[у^С^'Ф o), т=е(-а),

sup
у-+0

|Л*д#/<Эх| w(y) >O, уфo{гы (0) =O, шс= С(^^0)).

y{z)=yl {x') =\P*x'\, Р== llpisll == const, detP#o,

i, s=l,r—dim x'=dim и, (3.8)
v{u) =vi (u) == I C*u\, C=c~IA*P, Л l= =const, X l = (Х { )*,

r<^n,

\co\~IPP*x/ ’XI=g(y I )\P*x'\, 1 Colv 0 P°=max|Pe|, sup [X 1 )^
I e| =1 x'=o,t^o

=k°<Coo,

r =Jx( z ) [ko{y)+ki{y)v{u)]dt{P=\co\ J [ko{y l ) +ki{y l)vl{u)]dt) , (3.9)
to to

g{y)>l (у) =—h iy) kr* {у) ,

г/>O(Х’ <= C(y^o), 1 y= o,l )

u° (z) =v° dQ/dau T [/204-v°/ei+M =O, у | u==uo= T f2 (f2=g v°, v (и0 ) =v°) ,

(3.10)
5= fA>iy)dy, O^y^d 1

, a|) =
о

=-H1 (*o+v»Ai), o<у< d< ( а,= —A 1 • ||, T =e Oi)).

типа времени-импульса. Если существуют у0 7> 0, где g{yo) v°, то
обозначим через а 1 наименьший корень уравнения g{y) = v° и через
и о 1 область в Е+

п+- вида (0 < у < d\ у (z) < tP). Из (3.6), (3.7), (3.9)
находим выражения
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(3.11)

о

При g > / для у7> 0 на Do 1 имеем нестационарный граничный режим
и равенства S* = s(г/), 0 у dl

,
и* 1

= n°(z) на области Do 1
- С уче-

том (3.7) (3.10) и неравенств D[S, w] Б[s, п°] == О, v(a°) ='V° =

= const, —S' Qo{ko 4- “v%i ) ter, qo = minp(e) (|c| =1) заключаем, что
для всякого z{to) е С°= {/ 0, O<С \х'\ <; Сз, \х"\ <7 оо} (б =O, 1)
регулятор (3.10) оптимальный для (3.6), (3.7), (3.9). Здесь
г б = const минимальный модуль корня уравнения y2 {x')\=dt>

,

d° min у х {х') при ] х'\ =r{
= const. Регулятор (3.10) оптимально

(3.6) в целом, если f 2 < 0 на у Д> 0. Это справедливо
в случае (3.11) для Vv° » 0. При / = Я из (3.8), (3.10) находим про-
стые выражения

аналогичные формулам Атанса —Летова, полученным для случая
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fcd)[S*] =b®[S*] = (fcw, Ы2)) =

=% Ö,2, =0 ( 'Ь' '= *•+№’ b№'
= = ~)-

где g{y)==l(y)<^ o, у> О, dq/dai, х'фО, ф = (у)

S*=S|z=Ä— fki {y)dy, y^Q){kok-i=—l,ki,gci Ciiy^O)).

а°— —|сo j \°А~ I х' | Р*х' | ~1
,

U= /0+ IСо [~1 J (V 0 - g il) ) ~l dl<oo {у I ( to) <d\ у* =IPVI) ,
0

'K=r=n, yl = \x\, v 1 (m) = |m|, g{yl )=0, = const 6 = 0,1.
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I. KEIS

JUHTIMISE SUBOPTIMAALSEST SÜNTEESIST
AGREGEERIMISMEETODIL

Artiklis on vaadeldud mittelineaarse dünaamilise süsteemi juhtimise ülesannet integraalse
efektiivsusindeksi korral ja uuritud u-mõõtmelise süsteemi agregeerimise erinevaid viise
juhtimise optimaalse sünteesi ülesande ligikaudseks lahendamiseks. Suboptimaalsed regu-
laatorid on leitud agregeeritud süsteemist Bellmann —Ljapunovi taastavate funktsioonide
meetodil. On esitatud ligikaudsete lahendite optimeerimise kriteeriumid agregeerirnis-
vektori järgi ja näited mõnede konservatiivsete ja (/-autonoomsete süsteemide liikumise
optimaalse stabiliseerimise ülesannete lahendamiseks.

/. KEIS

SYNTHESIS OF SUBOPTIMAL CONTROL VARIANTS
VIA AGGREGATION METHOD

The control problem of nonlinear dynamical system with an integral performance
index is considered in the paper. Various aggregation ways for approximate control
synthesis are investigated. Suboptimal controls are determined via Lyapunov—Bellman
generating functions for aggregated systems. Exact optimal solutions for (/-autonomous
systems and some criteria for optimal aggregation vector choice are put forward.
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