
В. СИНИВЕЭ

ГРУППОВОЙ ПОДХОД В ДИНАМИКЕ МНОГОСПИНОВЫХ
СИСТЕМ. IV

Продолжение методики построения преобразований в виде произведения несколь-
ких более простых составляющих приводит к группам двойного резонанса (три со-
ставляющих) и мультирезонанса (составляющих более трех). Завершение темы селек-
тивного резонансного возбуждения (п. 7) [ 3 ], а также изучение основных видов под-
групп двойного резонанса (п. 8) и являются предметом настоящей статьи.

В данной работе двойной резонанс понятие более общее, нежели принято
обычно. Существует по меньшей мере три вида подгрупп двойного резонанса: 1) сов-
падающая с группой резонансного возбуждения группа двойного возбуждения,
2) группа модуляционного двойного резонанса, 3) группа «чистого» двойного резо-
нанса. I

7.5. Резонансное приближение. Покажем, что динамика
унимодулярной группы и(г резонансного возбуждения (п. 7.1) прибли-
женно описывается набором подгрупп G селективного возбуждения
(п. 7.2), если только возбуждение V не слишком сильное.

Высказанное позволяет: а) физически реализовать динамику груп-
пы G и в том случае, если нет требуемого специфичного вида H\(t),
б) объяснить резонансные свойства в группе Ud.

Начнем со сравнения динамических колец и° и GO
. Подпространство

Н°
А

—общее для и° и GO . Поэтому разложение (7.16) по-прежнему вер-
но, но лишь первое равенство (7.17) относится ки0 Взамен (7.18),
(7.19) следует принять

Операторы с индексами S, L, К принадлежат к подпространствам S°,
Gl и И к соответственно (см. 7.15). В силу уравнения (7.60) и вслед-ствие инвариантности Н к относительно G, возбуждение H\(t) тоже раз-лагается на компоненты

* Предыдущие статьи этой серии см. [ l_3 ].

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ 26
ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА. 1977, № 3

EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED, 26. KÖIDE
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA. 1977, NR. 3

A=iAs+Аь, As=Hs~Gs , (7.59)
V к, (7.60)

F=As-\-FL ~\-VK , (7.61)
где

Fl =Al+Vl, Al=Hl— Gl . (7.62)

Hiit) — Hil ИУг^-HiK (t), (7.63)

https://doi.org/10.3176/phys.math.1977.3.04
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где g Ну, a Покажем, что в условиях резонанс-
ного приближения компонента не влияет на движение системы.

Доказательство сводится к изучению решений уравнения

в первом приближении теории возмущения. В качестве возмущения
принимаем Vк-

Коммутирующие операторы As и F L имеют общие собственные век-
торы еу.

Операторы Hs,
Gs, As имеют вырожденные уровни сУ 0)

, v q и Avq соот-
ветственно (см. п. 7.2). Под влиянием F L вырожденный уровень опера-
тора As расщепляется на (d q —\) невырожденных уровней операто-
ра F 0

Уравнение (7.69) выражает нулевое приближение теории возмущения.
В первом приближении bj = 6j и

В силу VK еНк имеем {Укеу ej) = {VK , Ejj) =O. Поэтому первое при-
ближение совпадает с нулевым. Различие появляется лишь во втором
приближении

к-ф]

При }E=q сумма в (7.71) распространяется на все если
только Vk имеет компоненты в соответствующем подпространстве
(см. п. 7.4).

Итак, условием пригодности резонансного приближения является

Собственные значения оператора А могут быть представлены фор-
мулой

где Av^ } собственное значение оператора (см. п. 7.4). Поэтому
взамен условия (7.72) имеем

Оператор F^=A^- (см. п. 7.4) имеет собственные значения

Pbj=fjbj, (7.64)
где

F=Fo+VK , (7.65)
'Fo=Aa+FL , (7.66)

F L ej= о№., (7.67)
Asej=Avq6j при (7.68)

foej=(Av,+ ««’)ej. (7.69)

fj (Avqr-fw”’) + {VkSj, 6h) ■ (7.70)

bj JtJ (VkCj, £h) (Avqrp + i 6k. (7-71)

\{VK eh ek )\^:\Av qP+M (7.72)
I I I jnI

при всех j e q, Ф q. Короче:
VkCFo. (7.73)

Avj=Avq4-Av<?), je q, (7.74)

{VK ej,eh ) j <C — Av<J }) — Av^ })]|. (7.75)
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|(o<J)| < |№>|. Поэтому для выполнения условия (7.75) достаточно,
чтобы

Условия (7.76) позволяют выделить две частные области соблюде-
ния резонансного приближения.

1) Расстройка на невозбуждаемых переходах достаточно боль-
шая:

2) Возбуждение Н х (/) достаточно сильное и специфичное:

при j(=q, k<=p¥=q. В этом случае Н { (/) соответствует в основном

лишь одному неприводимому подпространству Gl и, несмотря на то,
что настроены (A\jk ~0) обе компоненты (//il (t) и действует
из них только

В пределе абсолютной специфичности (Hi{t)^GL ) условия (7.79)
больше не требуются.

Итак, использование резонансных свойств, выражаемых резонансным
приближением, позволяет реализовать динамику разных групп Gcz па
селективного возбуждения.

Если оператор G может быть изменен (экспериментатором) в пре-
делах всего подпространства На и нет запрещенных (правилами отбора
для V) переходов, то все подгруппы Gcz селективного возбуждения
реализуемы. В самом деле, в этом случае условия (7.77) всегда выпол-
нимы при достаточно большой расстройке AVjk на невозбуждаемых
переходах j-+k. Перечень всех G с иа описывает резонансные свойства
в группе ud- При этом конкретный расчет движений (и сигналов) пред-
полагает знание решений уравнений типа (7.67) для всех необходимых
неприводимых подгрупп (п. 7.3).

Если Н j ( t ) может быть свободно выбрано лишь в пределах некото-
рой G°ciu°, то реализуется динамика группы и ее подгрупп
селективного возбуждения.

Вп. 2.3 [ ! ] был показан общий вид (2.21) (2.23) встречающихся
в спектроскопии ЯМР гамильтонианов НO . Взаимодействие спиновой
системы с внешним радиочастотным полем в качестве Н\ ( t) имеет вид
(2.22). Это лишь элемент подкольца спиновых векторов. Если бы N
независимых радиочастотных полей взаимодействовали селективно с
ядрами ААспиновой системы, мы имели бы физическую реализацию
этого подкольца. На самом деле такой селективности нет. Непосред-
ственно (в резонансном приближении) к группам селективного возбуж-
дения относится лишь монохроматическое возбуждение радиочастотным
магнитным полем. Чтобы с таким H\{t) возбуждать набор переходов

с близкими резонансными частотами , необходимо соблюде-
ние условий

!(0 (0) (0 ((»| >i Vi (7.80)тп jh\ I I ' '

I'Avjft] \(VK ej, ей) I- (7.77)

\(Уке],ек )\ « [Av,»+|V? ,
| -\VP|| (7.76)

при любых jd q, kd p ф q.

\vf\^>\(VK e s,ek )\, (7.78)

|У“|>|УГ| (7.79)
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у невоз'буждаемых переходов j->k. Поскольку Я0 таков, что условия
(7.80) соблюдаются, то методика двойного (и мульти-) резонанса по-
зволяет исчерпывать подкольцо спиновых векторов как операторов воз-
буждения Я[ (/) типа (2.22).

Применение тензорных взаимодействий (2.23) в качестве H\{t) по-
зволило бы реализовать все необходимые для ЯМР группы селектив-
ного возбуждения. Потенциально такая возможность существует в об-
ласти ядерного акустического резонанса в твердых телах [4 ]. Звуковые
колебания модулируют диполь-дипольное взаимодействие, создавая опе-
ратор возбуждения типа (2.23).

8. Двойной резонанс

8.1. Группа двойного резонанса.
Теорема. Преобразование движения d-уровневой системы

При этом эффективными гамильтонианами проблемы являются

Доказательство. Будем искать преобразование движения, со-
ответствующее гамильтониану (8.5) в виде D(t,o) = D x (t,o)D23 (t,0),
где D x {t, 0) задано формулой (8.2). Согласно п. 6.1 D 22 {t,o) должно
удовлетворять уравнению движения (6.4) с эффективным гамильтониа-
ном

Это с учетом формул (8.8) и (8.10). Но решение уравнений (6.4) и
(8.13) задано вп. 6.2, если только за Я(t) принять здесь P(t), за G
оператор G 2, удовлетворяющий выражениям (8.11) и (8.12). Тогда за
оператором (6.25) следует оператор Р2 (8.9).

Приведем выражения, объясняющие принятые в тексте обозначения
ортонормированных базисов пространства состояний С и собственныхзначений действующих в С эрмитовых операторов

D{t,o)=D l {t, 0) D 2 {t, 0) D 3 {t, 0), (8.1)
Di {t, 0) =exp ( —itGi) , (8.2)
Dz(t, 0) =exp (—itG2 ), (8.3)
D 3 {t,o) = exp (—itF2), (8.4)

соответствует гамильтониану
H{t)=Ho+Hl {t)+H2 {t), (8.5)

где
Hi(t) —Difjjl, 0) ViDi{t, 0) -1

, (8.6)
H2 {t)=Di {t,o)D2 {t,Õ)V2D2 {t,o)~'Dl {t,o)~i

. (8.7)

Fi= (Яо - G,) +УЩАI+ Vu (8.8)
F2 =(Fi G 2) -f- V2 =A 2'-b V 2. (8.9)

Подразумевается: G u G2 таковы, что

[Gu Ho]=o, (8.10)
[G 2,Fx\= 0, (8.11)

а
{VI,GI ) = (V2,G2)=O. (8.12)

F(t)=Fi+D2{l,o)V2D2 (t,o)->. (8.13)
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Рlндексы собственных значений т= 1,2... по-прежнему пронумерова-
ны сверху вниз, т. е. са (o) <со(0) при т. Базисы ат,

е 11)
, е {2) связаныг J 7 п Ш 1 171 171

унитарными преобразованиями

Исходный базис ат определяет Л-базисы в операторных пространствах
Ои Н (см. п. 2.2). Базисные операторы Атт выделяют d-мерное под-
пространство Н А . Операторы ЯO , Gi элементы ( d —1)-мерного под-
пространства Hi cz На, содержащего лишь операторы с нулевым сле-
дом. Если представить пространство всех эрмитовых операторов (с ну-
левым следом) и 0 =Н° в виде прямой суммы

Назовем унитарную унимодулярную группу иа, над которой заданы
преобразования движения типа (8.1) (8.4), включающие всевозмож-
ные Gl, Vi, G2, V 2, допустимые соотношениями (8.10) (8.12), группой
двойного резонанса иа- Над динамическим кольцом u°d группы двойного
резонанса определены гамильтонианы вида (8.5) (8.7).

Отметим, что

В частном случае, когда Gu G2 g Н группа двойного резонанса сво-
дится к группе резонансного возбуждения (п. 7), если только

В спектроскопии ЯМР (и не только ЯМР) монорезонанс означает
монохроматическое возбуждение, двойной резонанс два различных
набора частот возбуждения. Принятое в данной работе понимание этих
терминов отличается от обычного. При необходимости различения этих
двух словоупотреблений будем говорить об обобщенном (моно) резо-
нансе, обобщенном двойном резонансе и т. д.

(1)В пространстве О базису ет соответствует ортонормированный базис

Етп, базису вт базис Етп■ На базисные операторы Етт натянуто
подпространство H FI , на операторы Етт подпространство HF2 . Сим-

Н„ат = ш <%ат,
(8.14)

Giam (8-15)

G,eS=vSelS. (8.16)

F ie%= юМ. (8.17)

f 2eS )
= иOSeS. (8.18)

е% =Т,ат, (8.19)

eS=TzeZ (8.20)

H«=H»
A+H L> (8.21)

то Я1(/)еН х , а С 2,Я2(/)е Н°.

F2=H q-G-fV, (8.22)
где {

G = GH-G2, (8.23)
V=iVi+Vz. (8.24)

[G 2, V,]=o. (8.25)
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волы Hfi, Н F2 обозначают соответствующие {d —1)-мерные подпро-
странства, содержащие лишь операторы с нулевым следом. Ясно, что

НO ,
G), А, еНд и F ,, G2, А2 е н“ ь aF2 е Н° 2 - Позже будут изучены

подгруппы Gcz Ud группы двойного резонанса, у которых Я|(/) е Hyi
и {t, 0)~lH2 {t) е Hv2 .

Воспользовавшись введенными базисами, получим следующие раз-
вернутые выражения операторов возбуждения

Без ограничения общности принимаем, что V\ ортогонален с 1/2 . Тогда
(1)частоты Vmn содержатся лишь в двойной сумме (8.26), а боковые ча-

d) (2 >
/

&
. /0 п_ ч „ .

стоты vmn ±Vjh [Vjh 7> 0) характеризуют возбуждение (8.27). Выбор
этих частот, т. е. операторов Д ь А2, определяет расположение подпро-

-00
странств HFI ,

H F2 в Н°.
Движение оператора плотности еО описывается тремя двой-

ными суммами

отвечающими трем составляющим движения относительно базисов
, г

{l) Д2)
т, иАтп, bjk и trs соответственно. В пространстве Н эти составляющие опи-

сываются ортогональными супероператорами (ДО), Щ(1, 0) и
соответственно. Эрмитовые Л-базисы (см. п. 2.2) обозначаются через

(1) (2)у y у4

Л-тпу Ajk, A rs.

Подпространство HFI f] HF2 содержит начальные состояния р(0), вре-
менные изменения которых характеризуются лишь частотами vii Ча-

(1) (2) (2)
стоты Vmn dzVjk (vjft >■ 0) субмультиплеты первого порядка ха-
рактеризуют временные изменения начальных состояний q(0) <= HF2 ,

не принадлежащих к подпространству HFI П HF2. В наиболее широком
множестве начальных состояний получаются субмультиплеты второго
порядка V.^n ±v(?£±-ü(v (2 17>0, со которые могут содержать
до 1 -f- d(d— 1) [l+d {d •—1) ] частот. Даже в случае cl = 2 (односпи-
новая система) число компонент субмультнплета второго порядка до-
стигает семи.

Условиями полной расстройки возбуждений Н2 {l) будут:

соответственно. В этих условиях система совершает свободное движение
(п. 5), отвечающее гамильтониану НO . При выполнении лишь одного

H\{t) 2J {Vи Лтп) exp {—ivmlt) Атп , (8.26)
т,п

Hi(t) = 2 1(1/ 2, £s) (Eft, Amn)ex(8.27)
т,п j,k

eit) = 2 2 2(в(0). £«)(£«. £*)(£». лтп )х
т,п j,h r,s

(1) (2) (2)
X ехр( i(VinnU- VjA'-[“OJrs )t)Amn , (8.28)

( V \CLm , CLn) j| V«in|» (8.29)

(> 6n ) | ]COrnn Vm.nl» ПТ, (8.30)
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из неравенств (8.29), (8.30) движение описывается группой резонанс-
ного возбуждения (п. 7), отвечающей H\{t) или H2 {t) соответственно.
Вблизи же точки (полного) двойного резонанса

необходимы преобразования движения (8.1) (8.4).
Условия (8.29), (8.30) распространяются на все переходы. Одновре-

менное выполнение как (8.29), так и (8.30) лишь у части переходов
означает близость условий опыта к точке частичного двойного резонан-
са. Исследование окружности этих точек сводится к рассмотрению под-
групп двойного резонанса.

8.2. Подгруппы двойного резонанса. Пусть группа
двойного резонанса определена над некоторой подгруппой Gс= Ud уни-
тарной унимодулярной группы иа- Для составляющих подгрупп
G b G 2 cz G и их динамических колец принимаем следующие определе-
ния:

Общая часть G) f) G2 тоже подгруппа в G. Очевидно, что
ООО

D 2 {t, 0) еGj П G
2, a HFI = Gif|G2 . Более подробно:

где F u G2, Д2 е H°FU а (t, 0)~x H2 {t) е= H F2 и F2 ee Н*°2 ci G2 °.

Здесь учитывается, что G) некоторая группа селективного воз-
буждения (п. 7.2), обладающая подгруппой симметрии S b Возникшее

4-0подкольцо GL j определяется прямыми суммами

Ортогональное супероператорное представление группы Gi разлагает
пространство H°=u° на прямую сумму инвариантных подпрост-
ранств

Поскольку HFi=GinG2
°

и {У\,У2 ) =O, то структура самого
G0 зависит от расположения подпространства Hv2 cz G2

° В связи с
этим выделим следующие три частных вида подгрупп двойного резо-
нанса.

1. Группа модуляционного двойного резонанса. Ну2 cz G°i. В дан-
ном случае Si общая подгруппа симметрии групп G] и G 2. Преобра-
зование Т х переводит Н°icz Нл в F°icz H°i и Hri cz в H F2 c: G°2 .

Gi=Hо, (8.31)

G2 =Fl=Vl (8.32)

öiC.O). D2 (t,o), Г,еol; Ho,G2 ge G?, (8.33)
В 1((,0|,В 1(/,0),Г1 еС1; G2, Fit Mi(t,o)~'H2 (t)€Bül. (8.34)

G, o =hl+Hvl=S?+gL (8.35)

причем ЯO , Gb Ai e Нл , a H x {t) e Hyj, Аналогично

G2 = H v2, (8.36)

Ha=S;+H"„ (8.37)

Ои= Hli+Hvi- (8.38)

H»=S?4-GL+H kl . (8.39)
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При этом Gig Н;л, aö2 g F°i. Группы Gb G2 эквивалентны (см.
п. 3.1), подпространства G?, G2 , G° совпадают. Пекан система
переходов возбуждается действием ЯД/). На возникшее движение на-
лагается второе (вызванное действием H2 {t)), низкочастотное движе-
ние, сохраняющее (8.39).

2. Группа чистого двойного резонанса. Н^2 cz HX i. В этом случае
G2 имеет свою подгруппу симметрии S 2. Поэтому

Подразумевается, что Д переводит H°i в НаЬ а Н°2 в Р° 2 . По-
прежнему Gi е Нм, a С2 е р£2 .

Подгруппы Gb G 2 это две различные (приводимые) группы се-
лективного возбуждения (п. 7.4), соответствующие двум различным си-
стемам возбуждаемых переходов. При этом возбуждаемые группой G 2
переходы являются связанными (а не возбуждаемыми) с «точки зре-
ния» группы G], Если /—у k есть такой связанный переход, то
Zjk е Нм, zfu Рьг, a xfh е Ну2 с Hai- Базисные операторы Xjl ,

(1)Yjh могут лежать не только на плоскости Xjh, Yjh, но пво всем
подпространстве Наь

3. Группа двойного возбуждения. Ну2 d Hai, a S^S^S 0
. Ди-

намические кольца G°i и Ga2 —■ взаимно коммутирующие.

где Gx°i задано формулой (8.38), a G°2 = Н° 2-{-Н^2. При этом G°i
и G L2 могут быть .как приводимыми, так ,и неприводимыми. Так как
в данном случае

то оба возбуждения Я2 (/) могут изменяться независимо друг
от друга. Возбуждаемые ими системы переходов общих возбуждаемых
уровней не имеют.

Ясно, что группа двойного возбуждения лишь иное представле-
ние группы селективного возбуждения (п. 7.4).

8.3. Группы мульти резонанс а.
Теорема /-кратного резонанса. Преобразование движе-

ния d-уровневой системы

Нт=B? +Ры, (8.40)
GL-=FjSi+Hra (8.41)

h1 =S? + Hm, (8.42)

С°=S° +F°2-(- Ну2= S° 4- Oi2. (8.43)

Нд=B«+Н“ l+Нl2, (8.44)

Go=S o+G°i+G°2, (8.45)

H2 {t)=dl2 {t, O)V2, (8.46)

D (t,O) =D, (t,O) D2 (t,0)... 0), (8.47)
где

D h {t, 0) exp(—//GA ) при k=\, 2, ...,
/, (8.48)

а
0) =exp(—№), (8.49)
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Эффективными гамильтонианами проблемы будут (8.8) и

при 2 k /. Предполагается : G b G2,
...

, таковы, что соблюда-
ются (8.10) и

при 2 k /.

Доказательство соответствует доказательству в и. 8.1.
На группу Ud /-кратного резонанса легко перенести (обобщая) рас-

суждения типа тех, которые применялись в пп. 8.1 —8.2. Сделаем лишь
два (дополнительных) замечания по этому поводу.

1. Группа селективного возбуждения (п. 7.4), состоящая из непри-
водимых подгрупп Gь\ {q = 1,2, ... ,

/), может толковаться и как
группа /-кратного возбуждения (подгруппа группы /-кратного резо-
нанса, аналог группы двойного возбуждения). При этом оператору
Hh {t) (8.51) соответствует компонента Я(М(/) в сумме (7.40).

2. Пусть группа /-кратного возбуждения входит в состав группы
двойного резонанса (п. 8.2). Применяя, далее, вышеописанный метод
построения групп мультирезонанса, продвигаемся либо по «лестнице»
групп модуляционного, либо «чистого» типа (см. 8.2). После конечного
числа шагов пространство Н° оказывается «заполненным». Возникает
существенный вопрос: могут ли преобразования движения любой груп-
пы над иа быть представленными в виде (8.47)?
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V. SINIVEE
RÜHMADE TEOORIA RAKENDAMISEST MITMESPINNISÜSTEEMIDE DÜNAAMIKA

UURIMISEKS. IV

On defineeritud multiresonanlsirühmad. Detailsemalt on käsitletud topeltresonantsi-
rühmd.

V. SINIVEE

GROUP APPROACH IN DYNAMICS OF MANY-SPIN SYSTEMS. IV

Multiple resonance groups are included in the framework of the group approach.
The double resonance group is studied in greater detail.

4 ENSV TA Toimetised F*M-3 1977

[G Äf F k- J=o (8.53)

соответствует гамильтониану

H{t)=Ho+2Hk {t) (8.50)
h= 1

/грм
H h {t) =%{t, O)Mt, 0)... ад 0) Vh . (8.51)

Pk — {Pk—i Gk)-\-Vk Aft-f-Vft (8.52)
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