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Рассмотрим схему независимых наблюдений

Xj = 0-}- ёi, i= 1,2, ... ,п, яДз 1, (1)
где Хг-, (§i, i— 1,2, п m-мерные (m 1) случайные векторы,
причем Xi наблюдаемый, а 0 m-мерный параметр сдвига. Задача
оценки параметра © заключается в выборе m-мерной статистики g(Xb
Х2, ...,

Хп ), минимизирующей критерий

sup Е (f[g (Xls Ха. .... Х„), ©]/©},
@!=Дт

где функция потери. Как и в работе [ 1 ], ограничимся рассмот-
рением только линейных статистик, т. е.

П

£(Х Ь Ха, ..., Х п ) = У] TiXi+u,
г=l

где Ti, Т2 , ... ,Тп неслучайные матрицы порядка тХ. т, а и не-
случайный m-мерный вектор.

Обозначим через й класс функций потери F (•,•) таких, что
F{s, t) =L((s t) T (s —t)), s, t ei?m

, и функция L{v), неот-
рицательная и неубывающая на [O, oo). Таким образом, для функций
потери из класс-а й задача сводится к минимизации

sup E{L [( J;TiXi+u - 0) т (JJ TiXi-fu -0) ]/0} (2)
0GRm -i=l i=l

по матрицам Tb T2, .. ~ Tn и вектору u. В дальнейшем нас будут инте-
ресовать лишь те функции из й, для которых критерий (2) конечен при
каком-либо наборе матриц Ть Т2, .. . , Т,г .

Как известно [2 ], для квадратичной потери оптимальной
по критерию (2) оценкой является выборочное среднее, т. е.

Т l°=Т2= ... =J°n = \m/n, u°=,om (o TO m-мерный нулевой вектор).
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Это свойство оптимальности выборочного среднего, как показано в
[ 1 ], сохраняется при всех L из класса й в случае одномерного устойчи-
вого распределения помехи i= 1,2, ..

~ п. В настоящей статье
этот факт обобщает

Теорема. Если т-мерные '{т 1) векторы &ь Q ъ ..., Sn из (1)
обладают устойчивым симметричным распределением, т. е. характери-
стической функцией / (t) = exp [—c(tT t) a ] [ 3], t е jR m

, с>o,
1 >■ a > 0, то минимум критерия (2) реализуется на выборочном сред-
нем при любой потере L из класса й.

Доказательство. Для матриц, минимизирующих (2), необ-
П

ходимо UTi=к, с учетом чего можно считать, что в (2) © = От.
г=l

В силу теоремы 3 работы ['] достаточно доказать минимаксность вы-
борочного среднего для функций

J ._Г о, xTx^s2
,11, ХТХД>5 2
, X G /^ m

,

при любом S ;> 0.
П

Характеристическая функция случайного вектора X ТД* при
2 1

П
© = От есть ехр[—с (1тТтТ г Т) а ] и, следовательно, используя обрат-

-2 =1
ное преобразование Фурье, можем записать

1 -/ЦМД' Т.ХН II )/(),„} =
2=1

= / [ / cos(tTx)exp(— с Д' (t T l7lit) a )dt]dx. (3)
хей”1 : (x+u) T (x+u)<s! t 1 1

Поменяв местами интегрирование в (3) и сделав ортогональное преоб-
разование V над вектором х такое, что Vf

t= (yt T t, 0, ..., 0), получим

/ [ / cos (]/t T txi) exp (—c ( t I T / Tit) a )dt]dx.
хек™ : (x+V

(
T u) T (x-fV^u)<s 2 1 ~~1

Переходя к сферическим координатам

t=rxF, Ч;т = (sin 0i ... sin om—t, sin 0i... cos o m-i, •• •, cos 0i),
(4)

o<r<oo, О^oт_!<2я, О<o»<я, i=l, 2, ..., m— 2,
имеем

f [ / cos(rxi) exp ( — cr2a У] TW) a X
хей m : (x+V^,u) T (x+V^u)<s2

X^- 1 drdx]dH{ xV) , (5)

где N т-мерная область (4), а

dH { 4я) =sinm~2 0i- sinm~3 02 •• • sin o m_2 dQ i... dQm-i.

Матрица У? в новых переменных принимает вид V^, , так как она не
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зависит от переменной г. Сделав замену переменных

Х=(Д (чгтт7т,ч')“) , *«у, z=li; (т'т т’'т,ч')“)-,^lг=l г=l

преобразуем (5) к виду
СЮ

/ [ / (/ COS {zy i) exp (— cz2a ) X
уеЯ™ : [У( S

T T tT TpF) a
) , /2a+VT u ] T X

°

г = 1

x[y( I (^ T T j
T T i «')a ) 1/2a+vl,U]<s2

1= 1 *

X^771-1 dz ) rfy]^( xF).
Внутренний интеграл с точностью до множителя Нт (см. лемму 1) *

есть вероятность того, что m-мерный случайный вектор с устойчивой
П

плотностью принадлежит шару с центром в 4 f ) a )~1/2aV^U
7=l

П

и радиусом s/(2J (1р’ т Т ,Ч г ) а ) ''/га Используя лемму 1, нетрудно убедить-
-2 =1

ся, что и0 = От, аиз леммы 2 следует равенство

min £ ( xFTTTT.4r )a=n 1~2a 'FT\F,
п г=l
у т =1/j * г т

i 1

причем оно достигается при T°=I т/п, i=l, 2, ..., п, т. е. на
матрицах, соответствующих выборочному среднему. Теорема доказана.

Приложение

Лемма 1. Плотность т-мерного устойчивого симметричного рас-
пределения Рт {х) есть функция, зависящая только от расстояния
между векторами х и От и монотонно убывающая по этому расстоя-
нию.

Доказательство. Используя обратное преобразование Фурье,
получаем

Лп(х)= ) / cos (tT x) exp (-c(tT t) a )rft.
teK

Сделаем замену переменных! = Vs, s T = (su s2, ... , s m ), где V ор-
тогональная матрица такая, что V Tx = ("|/х тх, 0, ..

. , 0). Тогда
Лп(х)= / cos(si]/xT x ) exp (— c(sT s) a )ds. (6)

s елт

Зависимость плотности от хтх очевидна, и дальше вместо Рт(х),
xei?m

, будем писать Pm {h), где h = фхтх. В интеграле (6) введем
сферические координаты:

sm=rsinoi5 m=rsinoi ... sin6m_i,

Sm-l=r sin 01 ... COS om— l,

* Леммы и их доказательства даны в Приложении.
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Si =r COS 01,
откуда

со Я

P m {h ) = f Нт [ f cos (rh cos 0i) r sinm~2 Oi dQ i] r m~2 exp ( —cr 2a) dr,
о 0

fe-2 те
где Hh— 2я JJ / (sin-0i) fe_l“I’dof, 1’d0f, &^3.

i=2 0

Интегрируя внутренний интеграл по частям, получаем
Я
/' cos {rh cos 0i) r sin m~3 0i sin 0i dQi=
о

Я
sin {rh cos 0i) .

ОЛ
, ,

,
Г sinr/icosoi .

_

= •• sinm~ 3 0i л,+ {tn —3) / '-sm m- 4 0i cos 0i dQi.h i0 J h
0

Если m > 3, то
oo я

P h {h) =Hm —-—-[ —-/* feos (r/i oos 0i) sinm_4 0ir m~3 exp(—cr2a )dQidr=
h l dii J J

о о

и, следовательно,
m— 3 H m Г d '

=-7—77 —~jr pm-2{h)h H m- 2 l dh J

4г рт-г{Ь) <O, /г>o, m>3.
dh

Если m —3, то
со Я

P 3 {h) =—
— Я fJ eos {rh eos oi)r exp ( —cr2a )dQi dr=

о о

и, следовательно,

■~rP\{h) <O, /г>o,
dh

что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть а. <= R m (m 1), аВ ь В 2,

.. ~ В п, В квадрат-
ные матрицы порядка mX m ■ Тогда

п min (a TBTBia) OC =n 1~a (aT BT Ba) , I>а>o,
2 В ; —В г—l

2=1

т. е. минимум достигается при В г В jn, i —1, 2, ~., п.
Доказательство проведем от противного. Пусть при наборе

минимизирующих матриц Bi Ф В 2 . Тогда, применяя неравенство Коши-
Шварца, получаем

(aTBTB,a) aH-(aT BTB.,a) a =

= (ат Втв а)“+ (а т (ВДВ 2 - B,) T (B t-f В 2 — В,)а) а^
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т ВТВ I а) 2а-Ь(Уа т (В 1+В 2)Т(В 1ДВ 2 )а— VaT BTB ia ) 2a^
(УаТ (Вl + в 2)Т(в l+В 2)а) 2“,

где последнее неравенство справедливо в силу выпуклости функции
х2а +[Ь х) 2а при х>o,ö > О, а следовательно, при В lo =В20=

Bi-f- В 2
=■ достигается равенство, что и доказывает лемму.
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