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7. ОЯ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ МЕТОДА ГАЛЕРКИНА
ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ

Устойчивость метода Галеркина для эволюционных уравнений уже исследована
в некоторых работах Р~ B ]. Мы исследуем ее в условиях Лионса [ 9 ] при нормах,
для которых доказана [ lo ] сходимость приближенных решений. Разность возмущенного
и невозмущенного галеркинских приближений оценим двусторонне через возмуще-
ния, нормы решений приближенных задач и наименьшие собственные значения мат-
риц Грама, образованных из координатных элементов. Полученные оценки вытекают
из того, что приближенные задачи задают равномерные изоморфизмы между прост-
ранствами решений и пространствами началвных данных. И« оценок следует необхо-
димое и достаточное условие устойчивости, характеризующее координатную сис-
тему.

1. Обозначения и предположения

Пусть У и Я сепарабельные вещественные гильбертовы прост-
ранства, У непрерывно вложено в Я и плотно в нем. Тогда

1/ с Я с= V',
где через V обозначено пространство, двойственное к У. Если / g У'
и »еl/, то значение функционала f на v, обозначенное через (f, v),
совпадает со скалярным произведением в Я в случае |еЯ, Обозна-
чим

33 = L 2 (O, Т\ У), $ =12 (0,Г;Я);
тогда

s'=L2 (0, 7’; У'), «ВсфсЯУ:
Пусть задано семейство непрерывных линейных операторов

A{t) ей(l/, У), [o,7]. Наложим на него следующие условия [9 ]:

Vm, функция {A{t)u, v) измерима и
(Л (t)u, v) Ум, не У; (1.1)

существует а > 0 такое, что
{A(t)v,v)^a\\v\Av

VM<=y. (1.2)

Рассмотрим задачу

и'(o+A (t)u(t) =f(t), и(0)=1, (1.3)
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где f е 25' и £ е Я заданы, и' = dujdt обозначает производную в
смысле распределений. Известно (см. [9 ], с. 260, 268—269), что задача
(1.3) имеет единственное решение и задает изоморфизм из простран-
ства 25 П D (d/dt; %s') = {v\v е 2S, v' е ЗУ} на 25' XН. При этом прост-
ранство 25 П D{djdt\ 25') снабжается нормой

l|o|W^s') =(lwV- ||y'i | l') ,'i -

Выберем в пространстве V полную линейно независимую систему
(она полна также в пространствах Н и V'). Линейные оболочки

систем снабженные нормами из И и Н, обозначим через Vn и
Н п, а если будем рассматривать их как пространства, двойственные к
Vn, через Vn. Итак,

ll у II tv— sup (y,*Xl|ü|| V', veeVu'.
llx!lv=l

Пусть P n ортопроектор в H, проектирующий на Нп . Оператор
Рп ограничен единицей и как оператор из V' в V n

'

. Расширение Рп по
непрерывности на V' будем также обозначать через Р п, при этом

I- Обозначим также

Ш„=IЦO-,Т-Уп), $n =L 2(O, Т; Нп),

Рассмотрим еще задачу
un'{t)-\-PnA{t)un {t)=Pnf(t), ип (0) =Рп|, (1.4)

которая имеет при каждом п также единственное решение и задает
(равномерный по п) изоморфизм из 25п П D {d/dt\ 25п ') на Ю п'\Нп .

В частности, величина

c=sup {(II^п11|р л
,~|- II 12 \vn

'-\-РnAvn =fп,

IlfnlL / li п=\, 2, . . .} (1-5)

конечна. Имеют место следующие сходимости [ 10 ]:

(||м п m|l|j+ ll ип
' PnU' ||| л

,) 1/2 О,

II ип иll С([o, Т];Н)

Естественно возникает вопрос об устойчивости решения задачи (1.4)
относительно малых возмущений при вычислении.

Решение un {t) будем искать в виде
П

U-U (0 = Cnk {t)wk .

k=i

Задача (1.4) равносильна задаче

ž {wk ,Wi)cnk '{t)-\- Tj ( A{t)wh,Wi)Cnh {t) = {f{t),Wi),
k=i h= l

n

JtJ (Wk, Wi)Cnk{o) = il, Wi), 1= 1, ..., n. (1.6)
k=l

Входящие сюда скалярные произведения вычисляются, как правило, с
некоторыми погрешностями, т. е. вместо задачи (1.6) подлежит реше-
нию возмущенная задача
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jt ( iW h, Wi) +Vift) Cnk'{t) +Д ( (.4 (t) Wh , Wi) + dik {t) )Cnk{t) =

n
( {wh, Wi) -\-yih)cnk (o) = (I, Wi) +õ(ž

n)
, i— 1, n. (1.7)

k=i

Вследствие этого получаем вместо ип возмущенное решение
П

Ип (0 == Cnh{t) №к•
k=l

Введем обозначения

r n = { Yife} 7 ? h _ i
симметричная матрица,

An{t) = {ctik{t)}^ h==i измеримая но t матрица,

gn ( t) = {gf(t.) } п
=l , 6n-(6 (f} J=l ,

An={{Wi,wh )} n
ihz=i , Mn={(w i,wk ) Vn'}2 h=i , Nn ={{Wi,wh ) v}^k=l .

Матрицы и векторы будем рассматривать как операторы и элементы
эвклидова пространства R n ; соответствующий смысл придается их нор-
мам.

2. Основные оценки

Пусть Кп , Цп, vn наименьшие собственные значения матриц Грама
Ап, М п,

П п соответственно, число с определено в (1.5).
Теорема. Пусть выполнены условия (1.1) и (1.2).

1 Если ~ УцпУуп (p<Cl) 5 ||Г„||<гХ„ (т<сl),
У2 с

sup llAn (o lK—j— Vn (<7<l),
te[o,T] у 2 C

то система (1.7) однозначно разрешима и

2 2\\lln Mnl||s= (||и п Ь 2(0, Г;F) —h 11 U n nII L2 (O, T; V,/)) /2 SS-J

< ( ||r„|| +
I—max{p,p} Yunfvn

11^гг||ь2 (0, T; V»)
„

1
..

..

,+l sup I|А П (OIИ ZZT liinil Щ(0, T ;R«) +

Vn
te[o ’T] УУп

ц22АМ^| |Гп || +
L_ ji6j), (2.1)

(1 r)ln (1 r)fK

2° Найдутся не зависящие от п положительные постоянные
сj, ..., es такие, что ;
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1) если An{t) =O, gn [t) =O, б,г = 0, то существуют Г п ф 0 {со
сколь угодно малой нормой) и ип ф 0 такие, что

ci ЦЫI
Щ«я Hnj || —z_. ■ IlГ пII; (2.2)

Уип fvn
2) если Гп =O, gn{t) —O, бп = 0, то существуют A n {t) Ф 0 (со

сколь угодно малой нормой) и ип Ф 0 такие, что

С2 \\\и п \\\
jj|ttn — ип —— sup II An (О II; (2.3)

Vn <(=[o,Г]

3) если Ап(o —O, gn(t) =O, б п =O, то существуют Г п Ф 0 (со
сколь угодно малой нормой) и ип ф 0 такие, что

с 3 \\и п (0) ||я„
\\\йп-ип ЦГ„Ц; (2.4)
||п 111 Ап

4) если Г п —0, Ап (0 = 0, б п =•0, то существует gn(t ) ф 0 такой,
что

Щип Wnjjj ; 11§пИь2(0,Т; R'1) ; (2-5)
УЯп

5) если Г,г =O, Ап(o =O, gn {t) =O, то существует Ь п фй такой,
что

|.||Й п — (2.6)
уК

3° В оценках (2.2) и (2.3) можно Ц|м п ||] заменить величиной
(llfllJ,,+llgll 2

H
)4 а 6 (2.4) II МО) II я величиной (||Ц Н,

где fui не-
которые элементы в (1.3) (зависящие от п).

Доказательство. Введем обозначения

tynx={{x,Wi), (X,wn )) (JteVn), Tn =A-nlyn
.

П

Тогда Т пх = (с ь ... , сп ) еRn для х— Е ck Wh, т. е. Тп является опера-
ft=i

тором отделения координат.
Возмущенная задача (1.7) принимает вид

Un -\~tyn Тп Тn Un -\-Р АпТП иП Pnf ~Г Фп gn, (2.7)

Мп (0) -j— lj) п
1 ТпТп йп (0) =Р„£+фп 1 бп.

Для hn = йп —Щг имеем

(/пД-фп ГпГп) hn
'ф (Р пА Д-фп A n Tn )hn

==‘фп gn фп ГпТпйп фп AnTnUn, (2.8)

(ЛгД—фп h n (0) ;=фп бп ihi Тп Т пип {o) . (2-9)
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В [ п ] (с. 242) показано, что

"*“ 11,М
*

=

У£
: ’

= уД
Заменив Нп пространствами Vn и V n', получим

11 ~' ТН7 ’ 11 1 71 11 ’

7v n урп
Докажем еще равенства

Rn-*Vn
•

iVn
Очевидно, ‘lр“I =7,

“ 1Л~ 1
. Таким образом,

11^“1Н R)l y, = sup (Г-1Л-1*, v)”

11*11R n=l. INI у-л
=l П П

П П

= sup ( [T nv]iWi) =

11*11 ЦП— l, Ilf II Y=l h— 1 г=l

'= sup (Л-Ч An 7» Rn
=

11*11 Rn =i, H®Hv n
=l

i= sup \\Tn v\\ =[|7n || =—.r W n II R „ II rally. R„

Mv =1 fvn

Аналогично доказывается, что и

ПФ-Чl^,ММ^*,Г-Д
VfXn

При наложенных на Гп ограничениях

Н'фга ,„,
< 1 И И'фп ГпТ’пЦ <7 1,у и ~*" у п 11 ll*™ и

значит, операторы Лг|+Ф^Г?гТ?г обратимы в пространствах ТП'
и Яп . Но тогда задача (2.7), также как и система (1.7), имеет единст-
венное решение.

По определению величины с (1.5)

Ill^nlll^Cdl/ln'-f-PnÄhn \\ (0) \\ н ).

Отсюда в силу (2.8), (2.9) и наложенных на Г ?г и A n (t) ограничений
получаем оценку (2.1).

Для доказательства (2.2) возьмем уп Уп
' такой, что п \\ v,= 1,

llT’^„H Rll
= ||r»|| Выберем также е R ft

, Ц*„Ц Rn =l,

Нетрудно убедиться в существовании сим-
метричной матрицы Г п такой, что

Гп Т пг/п =л:п , ||Г„||= liinil nyn \\
Rn ;



П. Оя224

ее можно умножить также на сколь угодно малое положительное
число. Положим un{t) = cn {t)yn , где cn {t) скалярная функция та-
кая, что

\\ ип'\\Ъп = \\сп'\\
Ь 2 {0/Г)

=\\ сп\\ ь2{o/т) \\Уп\\ у =l+п||

Поскольку задача (1.4) задает равномерный по п изоморфизм, то
HjÄnllil оценима и в другом направлении, следовательно, при достаточно
малой по норме Г п мы получим оценку (2.2).

Оценки (2.3) и (2.4) доказываются аналогично, причем А п (незави-
симая от t) строится так же, как и Г п .

Для доказательства (2.5) и (2.6) выберем g n (независимый от /)

и б п , которые реализуют нормы ll'll )
~1ll Rn_>

.v . , и 114+11 Rn^H
соот-

ветственно.
Если в (2.2), (2.3) или (2.4) ип построено, то положим fn (t) =

= ип
'{t) + PnA{t)un (t) и выберем S' (он всегда существует) та-

кой, что fn = Pnf, Положим также 1 = а п {o). Тео-
рема доказана.

3. Устойчивость

Пусть выполнены условия (1.1) и (1.2).
Определение. Назовем метод Галеркина (1.4) для задачи (1.3)

устойчивым в норме IIJ-JII, если существуют положительные у, ги г2 (не
зависящие от я и начальных данных f и £) такие, что при ||ГП || гл
и sup ||Ап (t) II г2 возмущенная задача (1.7) однозначно разрешима

fe[o, Т]
и справедлива оценка

JUип—и п |Л у ((I|Г П || -f- sup IIAn (t) II) (Ilf + 111-Ид) /2+

ie[o,T]

+ l!S’nll_L2(o>T ;R„) +ll б» II), (3.1)

где ип и u n решения приближенной (1.4) и возмущенной (2.7)
задач.

Следствие 1. Необходимым и достаточным условием для устой-
чивости метода Галеркина в норме ||| • ||| является ограниченность по-
следовательности р п снизу положительным числом.

Доказательство. Из условия inf р п 7> О следует сильная ми-
нимальность системы {wk} в V'. Из этого, в свою очередь, вытекает
сильная минимальность системы {wu} в Н и ' V, т. е. lim 7?1 >0 и
lim Vn 7> 0. Поскольку |||мп||| оценивается равномерно по п через
(НЛ1 ав,+ 11б112

н )Ч а ||и«(0)11 н через ||£||н, из утверждения 1° тео-

ремы вытекает достаточность. Необходимость следует из (2.2) и ут-
верждения 3°.

Следствие 2. При условии inf р п > 0 имеет место устойчивость
в норме пространства С([o, Т];Я), т. е. справедлива оценка типа (3.1),
где норма 11|-|||| заменяется нормой !1 • 11 С([OТ];Н) •

Пользуясь, например, теоремой вложения из [ 9 ] (с. 33), можно по-
казать, что справедливо неравенство

|Ы| </C(IMI 2 +II+II 2 У 1'21 11 С([o, Т];Н„) V 11 L 2 (O,T; V„) ' " L 2(O, T; V n')
'

(у e L2 {o, T; Vn), v'zE.LHO,T;Vn')), (3.2)
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где К не зависит от п и v. Утверждение следствия 2 вытекает из след-
ствия 1 и неравенства (3.2).

Следствие 3. Для координат cn {t) = ( cn i{t), cnn {t)) и
c n {t) = (cni(o. •••> õnn{t)) справедливы оценки

llcn C nil L\Q,T; R") \ ] Lln b 2 (O, T;Vn ) ’

У Vn

\\c n
' — cn'\\L4O/r . Rn) II Un —Un 11L2(O)T..

y,Un

IICn C^ll C([o,r];R'«) n
УAn

(нужно лишь заметить, что с п сп = Т п {й п — ип)), значит, при усло-
вии inf Цп > 0 имеет место устойчивость координат в приведенных
нормах.

Отметим, что К в неравенстве (3.2) не увеличивается с возраста-
нием Т, поэтому, если предположить, что условия (1.1) и (1.2) выпол-
нены для f е {O, сю) и f е L 2 (O, oo; V') , то полученные результаты
можно распространить на бесконечный промежуток.

Существуют примеры, доказывающие, что из сильной минимально-
сти системы {шД в V не следует условие irrf цп >O.

Оценки (2.1) —(2.6) показывают, что особое внимание следует уде-
лять вычислению скалярных произведений (ш/г , шг ). Если они вычисля-
ются точно, то метод Галеркина будет устойчивым в норме li|-)|ll при
условии lim hn > 0. Такое положение имеет место, например, если
{шД ортонормированная в Я система.

Замечание. Предположим, что А ( t ) самосопряженный, поло-
жительно определенный в Я оператор, область определения которого
не зависит от t, и что существует сильная производная A' (t) . Если по-
ложить V = На{о), будут выполнены условия (1.1) и (1.2). Допустим
далее, что A' (t) неположительна, [ е L2 (O, Г; Я). Тогда при условии
lim?in>o (это более слабое требование, чем inf ц п •> 0) удается не-
сколько усилить и расширить результаты работ [ l-4, ?у®], где доказы-
вается устойчивость в норме С([o, Т\;Н). Например, устойчивость ме-
тода Галеркина устанавливается в более сильных нормах: величина

(I (ЦА«'(П \\2
H
+ \\PnA{t)hn {t) \\ z

H
)diyt\+ max'll A'i*{t)hn {t) || н

0 te=[o, Т]

оценивается сверху через все возмущения и снизу через отдельные воз-
мущения подобно (2.1) (2.6), значит, здесь условие lim Хп > 0 явля-
ется и необходимым. При почти ортонормированности системы {щД в
Я результаты работы [ s ] справедливы также для переменного опе-
ратора.
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P. OJA

GALJORKINI MEETODI STABIILSUSEST EVOLUTSIOONI VÕRRANDITE KORRAL

Uuritakse Galjorkini meetodi stabiilsust ülesande и -\~ A{t)u = f(t), w(o)=| lahen-
damisel eeldustel, mille korral J.-L. Lions on tõestanud lahendi olemasolu ja ühesuse.
Selleks hinnatakse täpse ja praktilisel lahendamisel saadava ligikaudse Galjorkini
lahendi vahet kahepoolselt vigade kaudu, mis tekivad Galjorkini võrrandis esinevate
skalaarkorrutiste ligikaudsel arvutamisel. Galjorkini lahendi häiritust hinnatakse normi-
des, mille korral on tõestatud meetodi koonduvus. Hinnangutest saadakse meetodi stabiil-
suse tarvilik ja piisav tingimus.

P. OJA

ON STABILITY OF THE GALERKIN METHOD FOR EVOLUTION EQUATIONS

The object of the present paper is to investigate stability of the Galerkin method
for the initial value problem for the evolution equation u' + A {t)u f{t), u{o) = |.

The results are obtained in the case in which the existence and uniqueness of the
solution is proved by J.-L. Lions. The influence of the perturbations appearing in a
practical realization of the Galerkin equations, on the approximate solutions is characte-
rized by two-way estimates in the same norms in which the convergence is proved.
Necessary and sufficient conditions are given to the stability of the Galerkin method.
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