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И. КЕЙС

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМАМИ,
ОБЛАДАЮЩИМИ ИНВАРИАНТАМИ

Рассматривается задача стабилизации движений автономных систем по части
переменных. Подынтегральная функция критерия выпукла по управляющему вектору,
содержащемуся в выпуклой компактной области. При независимости производящей
функции Веллмана от некоторых переменных получены соответствующие различным
экстремальным режимам формы уравнения Веллмана—Якоби. Доказана теорема о
достаточных условиях оптимальной управляемости по части переменных. Дано выра-
жение функционала качества, минимального на стабилизирующих управлениях, произ-
веденных некоторой функцией, что соответствует задаче обращения проблемы аналити-
ческого конструирования регуляторов. Рассматриваемый класс оптимальных систем
содержит автономные системы Атанса [ 1 ].

1. Пусть уравнения возмущенного движения системы

определены в области D— Т X Е п \ Т: / 0, где вектор-функция Y (у)
непрерывна и удовлетворяет условиям, обеспечивающим существование
и единственность решений в D. Невозмущенное движение у= О
(Е(0) =0) стабилизируется дополнительными силами [2 ’ 3 ] вида Ми ,

где М= [шB а{у) ], s=l,n\ о=\,т; вектор и= {ии ... ,
ит)'

QczU = R m ограниченная кусочно-непрерывная функция на Т.
Предполагается, что решения уравнений возмущенного движения уп-
равляемой системы

существуют и единственны в D' —Т XR n/Y°, где Y°:ya = 0 (а = \,d\
d п) для принятого класса допустимых управлений. Зададимся не-
прерывной выпуклой функцией W(u), ряд свойств (W 7*) которой ана-
логичен норме [’]; fl7(0) =0; W {и) 0 {и Ф 0) ; W (и) строго вы-
пукла на интервале, не лежащем на луче из нуля, имеет в и = 0 ко-
нечные односторонние производные по любой оси, еС на
R mJO, W (и) еС на R™. Область Q определяется неравенством

которое можно [’- 2 ] трактовать как аппроксимацию гиперкуба управ-
ляющих воздействий ограниченной мощности. Ввиду {W*) можно ут-
верждать, что W (и) оо при ЦиЦ-э-оо, Q регулярный [*] выпуклый

У=У{У),
у={уи ■ yn )'^Rn

У— У (у) ~\-Ми

£2 : Os=: W (и) W°,
£У=£2/0,
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компакт. Пусть в D задана система функционально независимых непре-
рывных вещественных функций

qi (у), •••, Як{у)\ q'k+i{y), •••, q'h+i{y)\ q"k+i+i{y), q"r{y)
класса С 2 в D\ где qi {i = \,k) неотрицательны и неограничеиы в D,

{j=k-fl, k-\-T), \q"r\^h"r n)\ h", hf
const.

Пусть система (1.2) при выборе новых переменных z— {х, х', х")'\
х —q, х' = q', х" —q" (z = Ту) переходит в эквивалентную систему
[ 4 ]

решения которой существуют и единственны в области G'
=тхА' X н' X Li", где X' = А/0; х = (хи ..., xh) ’е= X' : o<xt < oo;
х' еН' R l ; х" еН" <=: Rn—h—i для допустимых в задаче управлений;
вектор-функции шДг), w'f(z), g'j{z) ёС 1 в G', причем точка г—-
= 0 ■<-> у— 0. Структурные свойства системы (1.4) означают, что в
качестве Qi{y) и q"r {y) избраны общие интегралы (инварианты в тер-
минах [ 1]) системы (1.1), причем для у"г {у) исчезают (когда
А1Т V q"r =oв D и только тогда) скалярные произведения (У/q"r , Ми).
В (1.4) обозначены Wi =Мт V q\, w'j =Мт V q'y, g'j = ( У , Vq'j)\
Vf h) = grad f. Перечисленные свойства q%{y) дополнены предположе-

I ■
нием, что равенство \\х\\ = 0 равносильно системе уа = 0 (a = l,flf;

Множество А° ; \\х\\ =0 считается множеством цели, пер-
вый момент достижения которого fёТ не фиксируется. Подынте-
гральная функция соо{и\х, х") критерия качества управления

предполагается дифференцируемой на R\ = UJO XXX Н" и обладаю-
щей свойствами (со*) на R = X X Н" и R' = X' X Н" вида:
i2 {u jх, х") =l{х, x")L l {a \х, х") ; в R I{х, х") >0 либо I{х,х")= 0; (1.6)

функция Li{u\x, x") от и Li (и) обладает в U всеми свойствами
( W») равномерно по R. (1.8)
Далее для упрощения параметр х"о = x"[t] = х"[o] опущен. На
множестве й при связях (1.4) поставлена задача определить регулятор
й* (г) так, чтобы перевести вектор г на Х° и минимизировать функцио-
нал (1.5). Она эквивалентна, очевидно, задаче нахождения регулятора
й*{у), переводящего у на У0 :уа = 0 при сохранении свойств (1.6)
(1.8) для суперпозиции z— Ту в со0 . Используя метод Веллмана в
форме [’], предположим для системы (1.4) с критерием (1.5) наличие
свойств, при которых производящая функция 5 не зависит от х'. Это
аналогично для систем Атанса [’]. Тогда гамильтониан задачи для
системы (1.4) с критерием (1.5) представляется выражением f 5 - 2 * 1 . 3 ]
В[и,х, л/|5)

N

H 1 =L 2 {u\x)-ypsWsi{x,x')u i -, p s = dS/õxs -, ajbj^^üjbj
3=l

Используя свойства (117*) и (1.6) (1.8), можно показать, что inIB {и)
па регулярном выпуклом компакте (1.3) достигается либо в стационар
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xi={Wi{z),u)\ x'j=g'j{z)'+(:w'j{z),u)\ x"r= o,

t*
I{xo,x'o,x"o \ u)= f [L2 (u\x,x")-\-L o {x,x")]dx

b

L 0 0; l{x, x")-\-Lo{x, x") >0 в R'-, 1 на R-,

B =Hi{u\x, x', p) +LO (x),

(s=l,ä; i= 1
,
m).
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ных точках ц° ge Q функции Hi ( и), если их множество {а0} непусто
в £2, либо в единичной граничной точке и\ если {и0} 0 (случай,
когда inf//i(w) достигается только в и =O, соответствует вырожден-
ным [’] режимам, которые здесь не рассматриваются). Предполагает-
ся, что для всех точек zeG' имеет место один из двух случаев
свойство «равномерности». Будем говорить, что первый вариант опре-
деляет стационарные режимы, второй (р) строго граничный ре-
жим, при котором экстремальный регулятор и1 определяется единствен-
ным существующим решением и 1 (х, х', р ) системы

В стационарном случае экстремальные регуляторы и0 должны удовле-
творять уравнению

решения которого образуют в И выпуклый компакт Q{z), если ЯДц0)<
<0 {{и0} Ф 0 по определению). Каждому м° <= Q(z) соответствует ста-
ционарный экстремальный режим. Выражения В после подстановки
и= и х {х, х', р)\ и= и0 {х, х', р) {и0 е {и0}) обозначены В\ Б°; равенства
В 1 =O, В 0 = 0 есть уравнения Веллмана —Якоби. Для выполнения
предположения об х'-автономности 5 : (S a ) dS l /dx' =O, dS°/dx' = 0
соответственно достаточно, чтобы дВ 1/дх' = 0 и дВ°/дх' = 0. Составим
уравнение Веллмана-Якоби для p-случая, использовав преобразование
Лежандра. Рассмотрим функцию R и переменные щ(/ = I,т), опреде-
ляемые равенствами

Если в области определитель D o {u, х, р) матрицы
[fij] = [d 2R/dUj dui ] отличен от нуля, то существует функция К на

j=A,m) и функции £/<, удовлетворяющие равен-
ствам if 6}]

Из уравнения (1.11) следует

Экстремальный регулятор и 1 как функция U{v\x, р), полученная из
(1.17), придает 3 согласно (1.14) и (1.16) вид

Для получения уравнения Веллмана —Якоби в выражении (1.19) необ-
ходимо заменить р на функцию М* (х, х', р) , удовлетворяющую в силу
(1.12) уравнению

л ,* Ä , dw dUi{vl ,x,\x) улкоторое определяет М*, если якобиан
г

В силу теоремы Донкина [ 6 ] имеем дК/дц = — dß/dp —
— W(и).

VHt {u)+nVW{u)=o ( >A;=m-(jc, л:',/?) >0),
W{u) = W°.

VHi{u)= 0,

R{u,x, ц) =L2 {u,x)+\xW{u),
x, [i].

K{v,x, р )—ViUi{v,x, р) R[U{v, х, р),х, р],
Ui=dK/dVi =Ui{v, x, ii).

Vi{u\X, (l) —Vi =—p sWsi .

В1 0») =-K{vKх, ix)— r>n'+Lo (*).

W[dK{v, x, ii) /dv 1 ]= Wo,
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Тогда из равенств (1.17) следует

Ввиду свойств (со*), (W7*) функция R{u) выпуклая и строго выпуклая
на отрезке, не лежащем на луче из нуля в U\ в силу D 0 ф 0 на R\ X ц
не является однородной первой степени (homl). Поэтому R{u) строго
выпукла на Q, следовательно, >• 0. Тогда матрица [кц]=
=[d 2KJdvidvj] v \ обратная к положительно определенная
t&üb 1 >O. Вследствие (WV) на Q' справедливо неравенство
0 S7W{u)), показывающее, что на П' верно
ф 0. Поэтому йф 0. Итак, если R(u) Ш horn 1 в Ri X Ц, что здесь рав-
посильно D 0 Ф 0, то преобразование Лежандра позволяет получить В 1

где M*{z,p) решение уравнения (1.20), v l {z,p) задано равен-
ствами (1.18); согласно формуле (1.17) экстремальный регулятор

dKJdv\ Учет предположения (.S 1 ) приводит согласно (1.22) к
условиям {dK/dVi) v'{dv l Jdx') = 0 для г и р, которые выполняются
при dwsi/dx' = 0 тогда и только тогда, когда дМ*/дх' = 0. Поэтому
если решение уравнения (1.20) выражается функцией Ма*{х,р), то х'-ав-
тономная S 1 может служить решением уравнения Веллмана —Якоби:

ибо В ] на М* при w si = wsi {x).
В подслучае D 0 = 0 на R\ X Ц R{u)<= homl и преобразование Ле-

жандра не эффективно. Ввиду свойств (со*) и (W*) следует, что W(и),
L 2 {u) hom l одновременно. В силу D 0 = 0 величины V{ из (1.15)
должны удовлетворять связи P(ü) = 0. Используя свойства R{u), мож-
но показать, что P(u)e=homl и удовлетворяет на |;P(g) = 0 урав-
нению

а Ui выражаются через R, Vi в «потенциальной» форме

Выражение В, обозначенное для подслучая В*, на решении системы
(Ml), (1.12)

содержит величину р>, которую необходимо заменить функцией
пг*{х, х', р). Она удовлетворяет системе (1.11), (1.12) для подслучая
D 0 =O. Используя формулы (1.25) с учетом соотношения (1.24) и
свойств L 2 {u), W(и) е horn 1 в уравнениях (1.12), (1.14), получаем вы-
ражение т*:
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__/■ дЩ dW dW \vi\ dvi dv j diii õuj J

B'=-K[v\ x, M*{x, x', p) ]-Wm* {x, x', p) +Lo{x) ,

Bi=Lo{x)-K[v\ x, M*a ]-W°M*—o,

р дР /дР дР дР\
ЬÕU ~ R\ dii ’dl2

’ •••’ dIJ- ’

щ= ттд^=^%др 1
рд^-;(ni =R-dP/dvi ).

B* = -n\W*-\-Lo {x)

m.(x, **) =h—- IH *)] (—) ■

i



где V х определяется равенством (1.18). Подставляя его значения в фор-
мулу (1.25), находим выражение экстремального регулятора и х с вели-
чиной R, для которой имеем R = 1 ) 1), где ф 1 = дР/ди х .

Функция' P{v ) предполагается известной. Для простоты используется
запись ф 1 = (dP/dv) v==v i. Выражение (1.26) не зависит от х' одновре-
менно с х'-автономностыо величины т*. Если последнее условие вы-
полнено, уравнение Веллмана —Якоби для подслучая р: D 0 = 0 имеет
следующий вид:

Для функции R{u) типа Атанса R{u) \\Au\\, А const,
и = (м ь ..., ит)\ функция P(v) для величины v = dRa/du запишется
в виде

Уравнения (1.23) и (1.28) упрощаются для случаев (1) L 2 {u\x) =

L Z {W ,\х), (2) W{u) е horn v 0( 1), (3) L 2 {u) е horn Я0 (А 0 > 1),
(4) I{х) =O, а также их комбинаций. Рассмотрим комбинацию слу-
чаев (1) (2, vq >• 1) при Do фO, подслучай Do 0 при (1), (2) (v0 =l)
и комбинацию (2), (4).

Для случая (1), (2) D 0 Ф 0 уравнение Веллмана —Якоби имеет вид

где М*а {х, р) —х'-автономное р (если существует!) решение уравнения
(1.20). Выражения и 1 (г, р) получаются из формул (1.17) при
иl, (г, р), определенных равенствами (1.18). В подслучае D 0 = 0, (1), (2)
(vo = 1) получаем уравнение

Экстремальный регулятор и 1 (z, р) находим из формул (1.25) подста-
новкой v x {z.p) по формулам (1.18) для этого случая. Величина т*
здесь определяется формулой

правая часть которой не должна содержать х'. В случае (2), (4)
(vo>l) вводится сопряженная к W(и) функция N{v), однородная с
показателем п.0 \*o(vo —I)-1

, равенствами:

С их помощью уравнение Веллмана —Якоби получается в виде
/,„(*) г'о^[(уо—l)Г0]-1/гl“[Л^(—рBш, l , ...,

—/7 say sm)] l /«o=0. (1.33)
Предполагается
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В,:=ЫIИ х )-^]Нт^)+^=°-
i

P a {v)= W° !| (Л -1 ) r u|! 1.

- v°[ ЩГо+К (*■ P) H =O.

lU(W»\X) +Lo{x)]W(ŽL)_ W*t^=o.
i

Al{v)=ViUi{v) W[«(ü)]= (vo— 1 )W[u{v) ]

Vi =dW/diii, Ui = dNJdvi.

dN/dx'=o.



Экстремальный регулятор задан формулой

где

Рассмотрение стационарного случая ограничим двумя простейшими
подслучаями, предположив, что свойства (IП*), (со*) и функций wSi{z)
в G' обеспечивают существование только одного из них.

Пусть функция (и), определяемая равенством (1.10) на П, мини-
мальна в единственной стационарной точке, отличной от нуля, так что
решение системы (1.13) экстремальный регулятор и0 (||и°Ц ф0)
существует и единственно. Если ввести сопряженную функцию
K{v\ х) = Ui{v, x)vi L 2 [ti(v, х) J х] и переменные Vi db2 jdui (это воз-
можно ввиду свойств (со»), ибо здесь матрица \lц]= [d 2L 2/dUidiij] по-
ложительно определена в R i), то уравнение Веллмана—Якоби согласно
выражениям (1.9), (1.10) и в силу уравнений (1.13) имеет вид

Экстремальный регулятор этого стационарного режима определен фор-
мулами

Если свойства (со») и функций wSi{z) таковы, что уравнение (1.36)
х'-автономно, то должны выполняться условия

Для этого достаточно принять тождества

Второй определяется тем, что множество стационарных точек
функции Н\{и) решений системы (1.13) составляют «луч»; одно-
параметрическое множество w 1 )} = tw 1

, где 0< т 1, W (и 1) =

= \П°. Можно показать, что для существования этого случая необхо-
димо, чтобы L 2 {u) е horn 1 и

Исходя из уравнений (1.13) на экстремальный регулятор в стационар-
ном случае, записанных скалярно

и учитывая однородность L 2

для величин е* =Ui ||м|| -1 можно получить уравнения, определяющие
экстремальное направление

Выражение в\ = \\иo\\{Ь 2{е°l,
..., ет \х) -\-ps wsi eoi}-\-Lo {x) обращается

в силу (1.42) и (1.43) в L o {x). Поэтому в рассматриваемом случае
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и* =dN/dvI
',

v\ =-[ (vo - l)W°yt*o[N{—pawai ) psWsi .

s;=-*(t;;|*)+Lo(jf).

Ui 1= {dK/dVi) v=vy, vii psWai.

—d/C(üj ( x)Jdx'=ps {Uii dwsi/dx') =O.

Uiidw Si/dx'=o.

Hi[uo {x, и 1) ]= inf Hi{u) =O.

dL2/dUi=—psWsi,

U[u u ит\х] = \\и\\ Ь2[еи •••> em\x]

dL2/dei°= —psWsi.



для соблюдения формализма Веллмана необходимо положить L 0 (x)=0.
Уравнение Веллмана —Якоби для этого случая отсутствует.

Уравнения (1.43) относятся к типу D 0 = 0, если положить в (1.14),
(1.15) р—o и заменить и* на et-. Аналогично случаю D 0 = 0 следует,
что функции Vi{e\x) = dL2/dei должны удовлетворять связям
Р1 (щ, .. ~ vm) =О,Р\ ё= hom 1, функция Р\ (|) обращает для I : Pi (g) =

= 0 выражение

в нуль, а величины ег- выражаются через L 2, Vi следующим образом:

Из условия ||e|| = 1 и выражений (1.45) следует равенство

В силу уравнений (1.43) t\ = —pswSi. Это позволяет получить из фор-
мул (1.45) ввиду (1.46) для е°г выражения е\= {дРЯдь\).
Функция связи Pi считается известной.

2. Ограничим рассмотрение уравнений Веллмана —Якоби, опреде-
ленных в области R/ равенствами (1.23), (1.28), (1.30), (1.31), (1.33),
(1.36), обозначив каждое из них как В— 0, а всю совокупность
{Р = o}. Приняв решение какого-либо из перечисленных здесь
Р[s] = 0 уравнений в области R' в виде S (х, х"), можно убедиться,
что если 5 (х, х")еС! в R', то соответствующий экстремальный регу-
лятор ü{z, dSjdx) непрерывная вектор-функция от z<= G' опреде-
ляет на траекториях системы (1.4) в G' непрерывное по t экстремаль-

/ dS \
ное управление u[t]= a z[t], [2 1 ] j . Следовательно, dS/dt опре-

делена и непрерывна по t вдоль траекторий системы (1.4) в G'. Исполь-
зуя результаты и обозначения работ [ Г)- 3 ’ 7 > l ]5 можно сформулировать
теорему.

1° Пусть решения z[t ] системы (1.4) существуют и единственны в
G', а х' [t] неограниченно-продолжаемы для и из класса любых кусоч-
но-непрерывных иm на области П (1.3).

2° Пусть в силу свойств функций wS i ,
coo, W выполнены условия

xf-автономности и «равномерности» экстремального режима в G'.
3° Подынтегральная функция ы o {и\х,х") функционала (1.5) удовле-

творяет системе свойств (со*), функция W (и) системе свойств (И/ 7*).
4° В качестве регулятора системы (1.4) в G' избрана однозначная,

непрерывная ввиду условий 2°, 3° вектор-функция ü{z,p), доставляю-
щая минимум выражению В по ией (экстремальный регулятор).

5° Существует функция 3{х,хo"), удовлетворяющая на R условиям :

s°l S{x,xo") решение уравнения Веллмана—Якоби Л[s] =0 на R';
5°2 S {x,xo") еС 1 на R'; для всякого х0

"еН":S {х | х0") непрерывна в
х= 0; 5(0 | х0") =O;S {х \ х0") » 0 при хФ 0;

5°3 S {хх х0") оо при ||х|l -> оо для всякого хо"<=Н"\
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, šEI-j IžEl ŽEl\
dii 2 l ÕU dim '

г /лТ 4 dPi dVi т, , ч dPx dvi
ei= U{e\x) ——————=U ф —

nD /д ~r ■1 L z{dPi dv x) 1 Vi(dPi dVi)

~
,

, I дР, IdP, I \

U(e\x)= I L2 (—|x)



5°4 на экстремальном регуляторе й функция со 0 является х-определен-
но-положительной [3 ]: для всякого х0

" Н" существует оДх) еС
на Х\ в X' со (я) >O, удовлетворяющая в G' неравенству

Тогда экстремальное управление ü[t ] будет оптимальным: u*[t]
вектор-функция u[t ] переводит каждую точку г[o] вх= 0, а функцио-
нал (1.5) достигает минимума, причем выполняются равенства

Выполнение первого из условий в 2° необходимо для существования
уравнения Веллмана —Якоби вида Я[s] =O, допускающего решение
Š = S{x, Xq"), а выполнение второго условия в 2° определяет задание
вида экстремального режима. Доказательство управляемости анало-
гично работам [ 7 ] (теорема VIII) и [3 ] (теорема 3.1). Согласно усло-
виям I°, 5° 1, 5°2 и оценке 5°4 величина £[/] > 0 монотонно убывает
вдоль экстремальных траекторий с ростом t, не оставаясь больше
ео 7> 0, а решение х[Д в силу 5°3 принадлежит ограниченной области
X < X'. Тогда ввиду 5°4 и согласно теоремам VIII [7 ] и 3.1 [3 ] для вся-
кого ei >■ 0 найдется t( ei) > 0 такое, что ||х[/]Ц <B] для

(dS \
z{t], /

переводит каждую точку 2[o] е G' за конечный или бесконечный ин-
тервал на множество цели А0 : \\х\\ =O. Вследствие управляе-
мости системы (1.4) и ввиду условий 4°, s°, s°l, 5°2 выполняются все
условия теоремы Калмана j4 ], из которой следует вторая часть утверж-
дения, выражаемая равенствами (2.1).

Рассмотрим выражение

Можно заметить, что в случаях L 2 =L2 (W |х, х"), W (и) е horn vo > 1
или lV(u)ehoml, когда уравнения Веллмана—Якоби B(S) = 0 имеют
вид (1.30) и (1.31), условие V-автономности совпадает с независи-
мостью Ь 2 от х' на соответствующем экстремальном регуляторе. Для
них правая часть в (2.2) не зависит от х' и оказывается функцией м(х)
в оценке (5.4) для всякого х" е Н" .

Аналогично [ 3 ] получаем утверждение, обратное к приведенной
здесь теореме и близкое к задаче обращения проблемы аналитического
конструирования регуляторов [ 2 ].

Пусть задана функция 3{х,х") на области R, удовлетворяющая
условиям 5°2, 5°3 теоремы. Пусть для нее найдутся: число W°, функция
W(и) со свойствами (IV*), дифференцируемая функция Ь 2 {и\х,х") со
свойствами (1.6) и (1.8) на R \ такие, что для всех точек zе G'
inf /Д (гг) достигается на Q (1.3) либо в единственной стационарной
точке ЯДгг0), отличной от нуля, либо в единственной граничной точке
W{u')=W°. Выберем в качестве регулятора системы (1.4) вектор-
функцию гг (г, dS/dx), полученную заменой р на dS/dx в формулах,
определяющих экстремальный регулятор ü{z,p) для функции Hi (и),
соответствующей рассматриваемому выражению Ё (он определяется
из систем (1.17), (1.18), (1.20); (1.25), (1.27); (1.35); (1.37)). Пусть
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0)0[ н( zj X, Хо" ]0)(я).

inf/[z(0)l i2] =/[z(o) |м] =^[x(o), x o"].
й

ü)o(2)=L2 [m(z, x, x"] +LO (x, x")
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на G' выражение Й\ £ü г, jJ г j не содержит х'. Определим
функции L (х, х") , соо(г) в G' равенствами

Пусть функция coq(г), определенная равенством (2.4), удовлетво-
ряет в G' оценке 5°4. При выполнении перечисленных условий полу-

( дЗ \
чаем утверждение: регулятор üyz, — j оптимален для системы (1.4)
со множеством цели х° : \\х\\ = 0 относительно функционала

Здесь Lo задана равенством (2.3), ügQ (1.3), ü[t] кусочно-непре-
рывная вектор-функция времени. Равенства (2.1) выполняются.

3. Примеры. Рассмотрим систему, управляемую кусочно-непре-
рывной вектор-функцией u[t]:

обладающую свойствами: размерность dim у = dim и— п\ =

= lii/ (0) || при и= 0; IN! < WO
-, g{y,t)(=C { на t 0, уge

n {g(o,t) =0) и названную в [ ! ] норм-инварнантной. Пусть крите-
рием качества являются функционалы:

/* не задано, а множество цели F°: ||у[Г]|| —O. Задачи Атанса состоят
в том, чтобы перевести у на УO

, минимизируя 1\ или /2 . Введем пере-
менные X Пу||, х'г = УгIIУI!' 1

j х'о= t {i = 1 ,П\ ||x'dl = 1). ПОСКОЛЬКУ
при INI =0 х инвариант системы (3.1), имеем [ ! - 2 ] уравнение

Выполнение условия 3° теоремы для coo j {j = 1,2) у функционалов (3.2)
и функции Wa = INI очевидно. Выражение Ни согласно равенству
(1.10) имеет вид px\üi и достигает минимума на INI ш° при
и 1

—w°x'p так что этот случай - строго граничный. Ввиду
/(х)=o, W hom 1, D 0 = 0 должна существовать функция связи
P{v) переменных щ = pVWa (w) == р«г INN- По формуле (1.29) имеем
Pa {v) =W° || ц)| —l. Выражая Ui через R, Vi согласно формуле (1.25),
получаем равенства ui . 1

= w°vi. l \\vi \\~ 1
, где в силу формул (1.18)

v l
n
=

—х'.р, отсюда

Уравнение Веллмана —Якоби имеет здесь согласно (1.31) вид

Величина р* =(NJI =ш° 1 не зависит от t, x'i, т. е. условия теоре-

мы 2° выполняются. Уравнение (3.5) имеет решение = w° |(у|(,

Го(дс. x")=-~Bl [u[z,—)г],
, % _

/ dS \ dS

t*
/[г(О)) u]= f {L2 {u\x,x")-\-Lo {x, x")]dx.

о

dyldx—g[y,t\-\-u, dt/dx—X,

h= fl-dr, h=i{\\u\\+k)dx (/e =const>o),
о 0

X X'iUi.

и*——w°x'.
21 I

ш°(1 — ay°||üj||)=o.



которое удовлетворяет всем условиям 5° теоремы, поскольку S\ = —I.
Результаты совпадают с соответствующими результатами Атанса [*].

Аналогичным образом для критерия 12, используя выражение Н п
= INI Jr px'iiii, формулы (1.18), (1.25), (1.31) и выражение функции
р!, получаем формулы

на основании которых для системы (3.1) с критерием качества / 2 за-
ключаем, что все условия теоремы выполняются, а результаты тожде-
ственны результатам, известным в I4 ] для этого случая.
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I. KEIS

INVARIANTIDEGA SÜSTEEMIDE OPTIMAALNE JUHTIMINE

Vaadeldakse autonoomsete süsteemide liikumiste optimaalset stabiliseerimist ainult
osa muutujate suhtes. Vastava kriteeriumi integraalialune funktsioon on kumeras kom-
paktses piirkonnas asuvate juhtivjõudude järgi kumer. Artiklis leitakse Bellmani-Jacoby
võrrandi kujud erinevate ekstremaalsete režiimide puhuks. Tõestatake teoreem, mis sel-
gitab juhtivuse piisavaid tingimusi osa muutujate järgi, ja antakse funktsionaali kuju,
mis on minimaalne mingi funktsiooni poolt tekitatud juhtimisel.

I. KEIS
ON OPTIMAL CONTROL OF THE SYSTEM WITH INVARIANTS

The problem of optimal stabilization of some phase components is considered in
the article. Different forms of Bellman-Jacoby’s equations are obtained for convex per-
formance index over controls. The conditions of optimal controllability of some phase
components are proved in the theorem. The expression of an integral performance index
obtaining its minimum value on controls corresponding to some Bellman’s functions,
is put forward.
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u\2 =—w°x'.-, [i*2 =kw° \ S2 ={\+kw° A
) ||г/||.
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	Рис. 3. СФР-граммы развития скользящего разряда на поверхности раствора NH4CI (U =2B кв, С = 1,2 мкф, Греакт. = 130 мм, V 2,5 млн. кадров/сек): а раствор 0,1%-ной концентрации {у = 0,24 сим/м)-, б раствор 3%-ной концентрации (Y = 6,0 сим/м).�⌔䣽ఒ耀␔胿⌔��␔考␔棾ఒ�␔�␔㣸ఒ쀈␔쀅␔㠁ഒ쀆␔�␔적ഒ耍␔而␔죸ఒ�␔쀍␔堂ഒ
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	Рис. 3. Спектры излучения CdS—Yb3+—Ag+ при 77° К/ CdS, очищенный пересублимированием, 2 тот же порошок после прокаливания в парах серы.��〳〸〲昶〳〲〲晢〲昹〳〶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮ㄱ‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄴ〮〰‶ㄲ⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㐰㌰㈰㌰㌰㉦㉦攰㉦昰㉦㌰㉦昰㉦戾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਵ⸶ㄠ〮〰‰⸰〠㜮㘵‱㠶⸰〠㘱㌮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㘱‰⸰〠〮〰‷⸰㤠㈰⸰〠㘰㐮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〲〲昹〳〲〳〳〲昶〲晤〰㝤㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮〱‰⸰〠〮〰‷⸶㔠㔴⸷㈠㘰㐮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮㠱‰⸰〠〮〰‸⸲㈠㘵⸸㔠㘰㐮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰ㄴ〰ㅣ〰ㅡ〰ㄷ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮〷‰⸰〠〮〰‷⸹㐠㠵⸷㈠㘰㌮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昴〲晦〲昵〳〴㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㘱‰⸰〠〮〰‷⸹㐠㤮㈸‶〳⸸㔠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦昰㉦㈰㌰戰㉦㘰㉦㔰㉦㤰㉦攰㉦㘰㉦攰㌰挾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸱㐠〮〰‰⸰〠㜮㘵‱㘰⸰〠㘰㌮㠵⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昵〲昳〲昶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮㠹‰⸰〠〮〰‷⸰㤠ㄷ㤮〰‶〴⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰〰㉦㘰〱〾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸸㠠〮〰‰⸰〠㜮㤴‱㠮㜲‵㤵⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㉦㘰㌰㘰㉦昰㉦㔰㌱〰㌰愰㉦㤰㉦㘾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ਼⸵㘠〮〰‰⸰〠㜮〹‶㠮〰‵㤶⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㤰㉦㠾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ਼⸸ㄠ〮〰‰⸰〠㠮㈲‸㈮㠵‵㤶⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〱㐰〱挰〱愰〱㘾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸳㤠〮〰‰⸰〠㜮㘵‱〵⸰〠㔹㔮㠵⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昴〲晦〲昵〲昱㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㤷‰⸰〠〮〰‷⸳㜠ㄲ㠮〰‵㤵⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㈰㉦挰㉦㤰㉦㠰㉦戰㉦㤰㉦㘾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸰㌠〮〰‰⸰〠㜮㤴‱㘴⸰〠㔹㔮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晤〲昶〲昷〲昵〳〴㸠呪ഊ䕔ഊ儍���끃됐��⢶뽳��Ԁ���䣇們��⢶뽳��Ԁ
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	Рис. 2. Спектр возбуждения УФ-свечения А1203-Се3+, подвергнутого прокалке в атмосфере водорода.�䬀䰀䴀一伀倀儀刀匀吀唀嘀圀堀夀娀嬀尀崀帀开怀愀戀挀搀攀昀最栀椀樀欀氀洀渀漀瀀焀爀猀琀甀瘀眀砀礀稀笀簀紀縀缀갠脀ᨠ茀Ḡ☠†℠蠀〠言㤠谀ꠀ윂렀退ᠠᤠᰠᴠ∠ጠᐠ頀∡騀㨠鰀꼀�ꀀﳸꈀꌀꐀﷸꘀ꜀�嘁가관글였뀀넀눀대됀딀똀뜀뤀圁묀밀봀븀Ё⸁�쐀씀᠁ሁఁ준礁ᘁ∁㘁⨁㬁态䌁䔁팀䰁픀혀휀爁䄁威樁�笁紁�ԁ⼁ā܁ᤁጁഁ稁ᜁ⌁㜁⬁㰁愁䐁䘁䴁猁䈁嬁欁ﰀ簁縁� 뀀  ခ ခခ뀀瀀退  뀀瀀 뀁瀀 退退退쀀  퀁态怀뀀뀀퀀、退뀀退退          退退、、、 ဂ态态老老态䀁ꀁ老退ခ态 뀁老ꀁ态ꀁ老态䀁老态态态䀁退退退 뀀  ခ  退  瀀瀀ခ瀀뀁    뀀ခ退 ခ老ခခခ뀀退뀀、� �瀀�뀀ဂ  �ဂ�뀀�뀀뀀뀀�瀀瀀뀀뀀쀀 ဂ�ဂ�뀀�뀀뀀�退�   �退 ꀁ老老 、뀀老ဂ䀁、쀀쀀뀀  退䀁쀀뀀 퀁퀁퀁퀁态退态老态态态态老态䀁态ꀁ态退 态老老ꀁꀁꀁꀁ、老 态老老䀁䀁䀁 瀀 ခ    ခ ခ 瀁ခ退瀀ခ      、 瀀ခ  ခခ뀀낃ጔ퀰퀑좃ጔ瀰퀑ጔ������
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