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Т. ТОБИАС

ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ ОСТАНОВКЕ ДИФФУЗИОННЫХ
ПРОЦЕССОВ С ВЫРОЖДЕННОЙ МАТРИЦЕЙ ДИФФУЗИИ

Цена оптимальной остановки вырожденного диффузионного про-
цесса построена как предел решений невырожденных задач.

1. Рассмотрим следующую задачу статистического последователь-
ного анализа. Пусть xt случайный процесс и c{x,t ) функция вы-
игрыша. Среди всевозможных марковских моментов т требуется найти
х* так, чтобы

Общая теория подобных задач об оптимальной остановке развита
в [']. Пусть Xt диффузионный процесс на конечном отрезке времени.
Если производящий дифференциальный оператор L процесса xt строго
параболичен, то согласно [ 2 ], цена u{x,t) будет решением определен-
ного вариационного неравенства. На практике, однако, часто встре-
чаются процессы с вырожденным оператором L. Пусть, например, мы
имеем процесс xt, часть компонентов которого ненаблюдаема. Иногда
неизвестные компоненты можно оценивать и заменять процесс xt экви-
валентной, полностью наблюдаемой системой. Но производящий диф-
ференциальный оператор полученной системы оказывается, как пра-
вило, вырожденным.

Рассмотрим пример. Пусть xt одномерный диффузионный про-
цесс, определяемый уравнением

Неизвестный параметр 0 пусть является нормальной случайной величиной,
£0 = OО,0 О , П0 = уO . Обозначим yt = E{Q\xs, 0 s t) и уt =

E[{Q yt )2\\xs , o<s <*]. В [3 ] показано, что

t
где х(o)=л:о, =oo, yt = [l+yo/üi2 (xs, s)ds]~l \o, a wt винеров-

o

ский процесс. Пусть задача состоит в оптимальной остановке процесса
{xt, yt). Производящий оператор процесса {xt, y t ) имеет вид:

г д , д , 1/ д2 д2 д2 \ Оператор L вы-i==^T+aj/ ЛГ+ТI ] ■

u{x, t ) = sup Eylt c{xx , t) =Ex>tc{xx*,X*).
X

dxt=a{xt,t)Q dt-\-dwt , д:(o)=Яо-

dxt =a{xt,t)y t dt-\-dwt,

dyt = yta{xt, t)dwt,
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рожденный параболический оператор, так как определитель матрицы
вторых производных равен тождественно нулю.

Цель данной заметки изучение задачи об оптимальной остановке
вырожденных диффузионных процессов.

2. Пусть йсzRn ограниченная область с гладкой границей и
Q= Q X (0, Т) . Если А<= Q, то через 2 [А) обозначим параболическую
часть границы области А.

Допустим, что оператор Е строго монотонен в Соболевском пространстве
W=Wq’i {Q) {q>n+ 2), т. е. {Ей Lv, и —v )А= ff (Ей Lv) {и

А

v)dxdt<C o для всех AgQ и функций ифв, и\щА) = уДщ)- Задачи
об оптимальной остановке процессов с немонотонным оператором Е
можно привести к рассмотренному случаю (см. [ 2 ]).

Пусть с(х, t) С2 ’ 1 (Q) иК={и: и е W, w|2(Q) = с| 2 (с?)}- Рассмот-
рим вариационное неравенство

П

Если оператор L строго параболичен (т. е. S l£l2, v>o),
г.j=l

то в [2 ] доказано, что существует единственное «е/(, при котором
(5) выполняется для всех ögK. Это решение и является ценой опти-
мальной остановки диффузионного процесса Хт-t с производящим опе-
ратором L. Оно имеет следующую структуру: в области Е =

= {('*, t) :и>с} выполняется уравнение Ей = 0, в области Q\E : и= с,
на границе 2 (Е):

3. Для исследования вырожденного случая воспользуемся извест-
ным способом приближения оператора L невырожденными оператора-
ми. При изучении вырожденных уравнений этот метод использовался,
например, в [ 4’ s ].

Пусть L e = L + еА, где е > 0, а А оператор Лапласа. Рассмот-
рим неравенство

которое имеет в конусе К единственное решение и е.

Теорема 1. Последовательность {ие}, е|o компактна в простран-
стве C{Q).

Очевидно, что {ие} ограничена (например, константой c=max_c(x, t) ).
(■x,t)<=Q

Докажем равностепенную непрерывность этой последовательности.
Пусть Ee ={{x,t): ие >с} и £{Ее)=£е

. Внутри Ее Е еие= o.
Ввиду (6) uE j =с _ I . Поэтому на границе производные «е. оцени-

ваются равномерно (независимо от е) константой max maxijc* ,|. Из
г (x,f)eQ

[4 ] следует, что тогда можно оценивать iP независимо от ево всей

области Ее (а тем самым и в Q, так как ие = с в области Q\Ee).
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д п д2 п д
Пусть L=--+Sa ij(x.t)-s^-+2bi(x,t)—. где в,,е

г,з=l 1 J i=l 1

п
еС2 ’ bi^Cx (Q) и dij{x,t) при всех (х, ()eQ и

ij—l

{Ей, и v)q^o.

W 2(E) С\ЧЕ), Ux i \z{E)= I Cx .\z(E)-

( Leu,u —v) 0,
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Поэтому \ие где М зависит только от модуля коэффициентов
\ xi ,

a ij и bi, а не от собственных значений матрицы (ац).
Покажем, что \uE {x,t) — ue {x,t')\ N\t '

— l\!\ где N не зависит от е.
Достаточно установить эту оценку внутри области Ее . При этом вос-
пользуемся известным результатом [6 ],что EXj t{\xu— Хц\т} \t' —

где процесс х* (лщ, ■■ ■, Xnt ) соответствует оператору Ее
, причем А

можно выбирать не зависящим от е.
Пусть (х, t) еееЕе и ие {х, t') >- ue{x,t)-\-nMA{t' —t)'/2 . Рассмотрим

стратегию б, согласно которой из точки {х, t) нужно продолжать дви-
жение в течение Ы=f —t, а затем по оптимальной стратегии (тЕ )*

(т. е. до момента первого выхода процесса хЕ из области Ее). Соот-
ветствующая цена

ui (х, t) =EX}tiiE {xv, t')=uE {x, t')-\-EX! t uE (x, t') (Xit—Xi)+ o(t'—t)'^>
Xi

2=1
> uE {x,t), что противоречит условию [x,t)(=EE.

Пусть найдется f такое, что иЕ {х, s) A~nÄM{s —t)' i2<iuE {x,t) , где
и пусть £=min( (те ) *,f) . Так как £^(тЁ )*, то uE {x,t) =

=Ex>tue {xi,Q. Поэтому иЕ{х, t) = EXtt uE {xl Q = EXtt ue {x, g) +

+Ex,t и* (x, g) (x xi) +o(t' —t) V 2 EXtt [ue {x, g) + nM\x*l x,j'] +
z=i

A~o{t' t)'^<Cue {x,t). Поэтому в приведенном выше неравенстве мож-
но принять N = пАМ, что и завершит доказательство компактности
{иЕ}, е| 0.

Возьмем сходящуюся подпоследовательность иЕК и пусть а= lim u &h
.

е й ->°

Теорема 2. Пусть Е= {(л:Д): и > с}. Тогда u=Ex>tc(xx(E), т (£)).

Рассмотрим последовательность областей Dm с гладкими границами
2 (Dm) 2m так, чтобы Dm 4Е. В каждой области D m рассмотрим
уравнение L EK vEK =O, vEK 4 = n|s m

. Из [б ] следует, что i'=limneK
ek -+0

существует и является единственным обобщенным непрерывным реше-
нием уравнения Lv =O, п|2т=м|2т. При этом v=EXtt u{xXm , x m )

, где
Xm = x{D m ) момент первого выхода x t из Dm .

При больших k иЕк д> с в области D m , поэтому ЕЕк иЕк =oв D m и
u£b=E Xi tUeh {xTEH , t®*) , где хЕк первый момент выхода хе* из D m .

jn ' '2 TYb t

Известно [ 7 ], что x{D m) f х{Е). Из непрерывности u{x,t) вплоть до
границы 2 (Е) вытекает, что

Теорема 3. Пусть D<= Q и u=Ex<tc{x x{D) , x{D) ). Тогда и ü.
Пусть D область с гладкой границей 2 {D). Определим йгк в D

как решение краевой задачи Iе*йек—o,1 е*йек—o, й е* | S( d)=c 4(d) и й ек =с в Q\D.

Так как v e*= Ех <и{х хеlс , тек ),
т т

то I ие» v e*\ x ,t \иек {xxeh , те* ) и {х%гк , т £к ) |->O.1 1 1 m m т ТГI I

Тем самым v e*-+u и u=EXit u{xXm , тт).

n= lim EXjtu(xXrn, xm ) =Ex, t lim u{xXm, xm ) =ЕхЛ и{хх(Е), x{E)) =

m m
==EXit c (хХ(ё ), t {E)).



Как и выше, здесь можно убедиться, что равномерно iim игк =и.
BК->0

Согласно [ 2 ], ueit^üeK
, поэтому м=Иш Иш й ен=й. Переход к

областям с негладкой границей осуществляется, как и в [2 ].
Теорема 4. Пусть iii= lim игк и иг=\\ти&1 . Тогда щ =и2 .

0 8^— >0

Действительно, пусть Ei { {х, t) :1ц > с}, i 1,2. Возьмем про-
извольную точку (£Д). Согласно теореме 3

аналогично щ (х, t) и2 {х, t), поэтому u l {x,t)=u2 {x,t).
Доказательство теоремы 4 завершает построение оптимальной стра-

тегии т* и цены u{x,t) для диффузионного процесса с вырожденной
матрицей диффузии.
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Т. TOBIAS

KÕDUNUD DIFUSIOON! MAATRIKSIGA DIFUSIOONIPROTSESSIDE
OPTIMAALSEST PEATAMISEST

Artiklis näidatakse, et kõdunud difusiooniprotsesside optimaalse peatusreegli hinna-
funktsiooniks on mittekõdunud ülesannete lahendite piirväärtus. Mittekõdunud ülesannete
hinnafunktsioonid leitakse teatud paraboolset tüüpi variatsioonivõrratuste lahenditena.

T. TOBIAS

OPTIMAL STOPPING RULES FOR DEGENERATED DIFFUSION PROCESSES
It is shown that the cost function of optimal stopping of degenerated diffusion

process is the limit of the solutions of nondegenerated problems. The cost functions of
these nondegenerated problems are the solutions of certain parabolic variational
inequalities.
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и2 {х,l)=Е-~с{х х{Е2),т{Е2 ))^Е-~с{хх{Еl) , T{E l ))=ui {x, t)\
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	Рис. 3. СФР-граммы развития скользящего разряда на поверхности раствора NH4CI (U =2B кв, С = 1,2 мкф, Греакт. = 130 мм, V 2,5 млн. кадров/сек): а раствор 0,1%-ной концентрации {у = 0,24 сим/м)-, б раствор 3%-ной концентрации (Y = 6,0 сим/м).�⌔䣽ఒ耀␔胿⌔��␔考␔棾ఒ�␔�␔㣸ఒ쀈␔쀅␔㠁ഒ쀆␔�␔적ഒ耍␔而␔죸ఒ�␔쀍␔堂ഒ
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