
и. кейс

ОБ УПРАВЛЕНИЯХ, РАВНОСИЛЬНЫХ НЕКОТОРОМУ КЛАССУ"
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ СИСТЕМЫ

В данной статье, являющейся продолжением работы [•], рассматривается вопрос
существования однопараметрического класса регуляторов, для которого управляемые
системы являются некоторыми отображениями класса С 1 порождающей системы.
Получены уравнения, определяющие класс регуляторов в неособом и вырожденном
случаях отображения. Дан вид преобразования между инвариантами порождающей
системы и инвариантами управляемой системы на этом классе регуляторов. В при-
ложениях приведено конструктивное определение рассматриваемого класса отобра-
жений, получены классы систем, имеющих п-2 автономных инварианта, и приведена;
лемма об автоморфизме автономной системы.

1. Постановка и метод. Рассмотрим управляемую систему, заданную*
уравнениями

где и {ии ... , ат)' ge U некоторая область, 0 е Lr
;

— класс, обладающий необходимыми свойствами глад-
кости в области Система dxj/dt = Xj{x,t/0) является по-
рождающей по отношению к (1). X, U, W выбраны так, чтобы в D су-
ществовали единственные решения управляемой и порождающей систем

Определим композиционную группу преобразований {к. п.) в D равен-
ством х" 0(z, х'), 0е С 1 по 2, х', где 0(2, х') решение уравнений
dx"/dz =А,(2, х")1(х") (Я скалярная функция, 0(0, л/) х') нахо-
дится суперпозицией функций ф, Р

которое имеет по р [2 - 3 ] групповые причинно-аддитивные свойства-
функция P{z,x) удовлетворяет в D уравнениям

Она существует и единственна [*> 4 ] при Я е С l
, ХФО на множестве

Š 0. Тогда [s ] решение 0(2, х') определено на \z\ С оо.
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dx'jfdi'=Xj{x'i, ..., х'п, t'\u) (/=l, п— 1), (1)

dx'j/Xj{x'\u)=dx' n, (2)
dxj/Xj{x\ o) ==dx n {xn—t,xr

n=t'). (3)

х"=<р[P(z,x"),x'l (4>
Здесь (реС1 решение системы

(у)

Р{o, я) ==o; dP/dz-\-h{z,x)li{x)dP/dXi=h{z,x). (5)
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Пусть в D существует [6>*] общий интеграл системы (у), определен-
ный функциями Y'i = ии(х') С х {i =\,п) : (i)j(x') , ю« (х') — р. В пе-
ременных у'г группа ф определяет сдвиг

В силу свойств ф, X и (5) существует однозначная функция
х" = @{z,x') ёС 1

. Однако можно показать, что обратная функция
х = 0- 1 (г, х") не существует тогда и только тогда, когда Р принадле-
жит вырожденному классу {Р*}

где V произвольная гладкая функция указанных аргументов. Глад-
кое обратное отображение © -1 {z, х") существует тогда и только тогда,
когда Рё {Р*}. Сопоставив системы (4) и (5), сформулируем сле-
дующую задачу: установить класс регуляторов й, названных допусти-
мыми, на котором можно считать, что система (3) получена из систе-
мы (2) с помощью к. п. х = 0-1 [г, х').

Невырожденное к. п. 0 в переменных г/г- имеет вид

по условию задачи эквивалентна системе (10) на регуляторах, удовлет-
воряющих уравнениям

где Vi произвольная гладкая функция от у, z. Отметим, что система
(13) существенно упрощается, если Y(у\и) удовлетворяет по и лемме
Адамара [ s ] или если преобразование 0 автоморфизм системы (3).

Пусть найден допустимый класс регуляторов {u{y,z)}, решающий
уравнение (13). Если инвариант П системы, содержащей уп, не зависит
от уп, то он называется [ 3 ] автономным. В предположениях приложе-
ния II о функциях Y общий интеграл системы (9) дается серией
п 1 функций, где первые п 3 функции автономные инварианты.
Тогда общий интеграл системы (9) равен
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Yj {y\u)=v l {y,z) Y'j{y ) 0),
(1 дК/дуп ) Yn (у, и) ■ Vi (у, z) [Y' n {y |0) -j- Y'j (y |0) dK/dy, ], (13)

й*[Уи •••> Уп—l J » Нтг—2 •••, Уп\, • ••, 2/п] (& —1, Я —3),
(14)

а система (10) для а й{у, z) обладает общим инвариантом
Qh[y и у п-1]; Qn-2\y j I y'n K{z, y')\, Qn-i[y'j, y'n

(15)

У'з=Уь У'п=Уп-\-р. (6)

P*{z,x)=-an (x) + V[ aj (x),z], (7)

У
/

з=Уз\ У'п=Уп-\-К{г,у') {K{z,y)=P[z,x{y)]). (8)
Системы (3) и (2) в переменных уи у\ приобретают вид

dyJYi{yu г/n! 0) =
... =dyn/Yn {yi, ~ уп \ o), (9)

dy'ilYi{y'i, ..., у'п \и)= ... =dy'n/Y n {y' i, ..., у'п \и), (10)
где

(S=ТДГ); |0). (11)

Полученная из (9) с помощью к. п. (8) система

dy'i/Y’i= ( l-—)dy'n/( (12)х dy j 1 х dy'j ’



Из (14), (15) следует, что траектории систем (9), (10) лежат в пере-
сечении п— 3 одинаковых поверхностей Qh hk, а общие решения
систем (9), (10) определяются при ¥п фo в D равенствами

Для получения из (16) общего решения системы (10) достаточно,
чтобы на Z X D не исчезал определитель IE A~ l kg'\, в котором

В общем случае общий инвариант системы (10) имеет вид
Q.i[y'i,y'n К{г,у')l а ее общее решение получается из равенств
y'i = fi[yn K\fi], если существует решение К R{y'n ,z,h') уравне-
ния К[у'п K\h'] = К.

2. Вырожденный случай. Конкретизируем его рассмотрение усло-
виями, не ограничивающими общности применяемого способа, но
придающими большую наглядность результатам. Допустим, что
группа ф, порождающая к. п, 0, нетривиальная равномерная по
фазе группа (см. приложение III), a S =S* по условию вырожден-
пости. Общим инвариантом уравнений (8) в предположениях приложе-
ния 111 группы Т° будет система

Тогда функции yQ {x,t)\ уДх) ; yn = con (*) групповые переменные,
в которых к. п. х" = 0 (2, х') принимает вид

По условию вырожденное™ S—S* = —у' п -f- V{у'о, у\, ..
, у'п- 1 1 z) ,

тогда из (18) имеем равенства

Согласно (19), (20) преобразованные переменные для каждого фик-
сированного 2= 2° принадлежат поверхности (20), точки которой ста-
ционарны для вырожденного к. п. o*(г, х'), а все остальные точки про-
странства Yиз Dy -<—>- D x проектируются на эту поверхность согласно
отображению

Если порождающая система в переменных х задана уравнениями

то в силу свойства группы 7° в переменных у она имеет вид

и обладает общим инвариантом
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V

Hv{yj)=K\ У{уj)— Уn=hn \ exp ao {yo-\-v) — J R{l,hp)exp{[iol)dl. (24)
о

Здесь Яр , FeC 1; p= 1, n —2, а функция R(l,hp ) =

dXi/Xi{x j0) = ... ==dx n/Xn (х I0) =dt, (22)

y'n-+y"n= V(y'j, У'о, г); y' j^y"j=y'j- у' o-+у"o=у'o. (21)

Уо=!АУп, hu ..., hn- i]; y'jWrfAy'n K{z,y')\h' h ..., h'n_t]. (16)

dyi/Giiy,) =
... =dyn/Gn {yj) =dy0/Ui-i exp{—\x0y0 ) Gn {yj) ] (23)

A [aij]\ aij dQ.i/dyf, к=[дК/дуд) (здесь i,j= 1, п— 1),
g'=(o, ..., 0, dQn-z/du, дО.п-i/ du)-, и-=уп K{z,y).

y'i = Ö)1 (*');••• ; y'n-i=(ün-l{x')] y'o=\X-'\nt' —o)n{x'), Un{x') —S.

(17)

y"j=y'h y"o=y'o\ y"n=y'n+S{z, y\, y'n- 1, /n) (/=l, Л— l). (18)

yTi=\fi\ y"o=y'o, (19)
y"n—V(y"j, y"o, Z). (20)



-1
=Gn \[фД£,Лр) ], где фД|,Ар) —решение системы dzj/dl=Gj{zi)/G n {гг ),
г —hn,

I=l, п —l.
Управляемая система, соответствующая (22) в переменных (17), при-
нимает вид

Фиксируя г = 2°, применим к системе (25) вырожденное отображе-
ние (21). Это отображение определено формулами (19), (20) и экви-
валентно ввиду гладкости V {у\ 2°) в окрестности простой точки про-
ектированию поля направлений системы (25) на поверхность (20).
Тогда получим систему

с интегральными кривыми на поверхности (20), в каждой точке кото-
рой поле направлений зависит от величины у'п , которая из-за вырож-
ценности не представима функцией от y"j, у"0, у" п, z°. Для эквивалент-
ности систем (23) и (26) при однозначности поля, определенного систе-
мой (26) на поверхности (20), необходимо, чтобы функция
У{у'ьУ'о. ~) представлялась через произвольную функцию V 0 следую-
щим образом; V=z Д- Vo{yj) , а группа Т° была автоморфизмом
(допускалась системой (26)). Введем функции kj{yj) = Gj/G n,

к 0{у],уо) = GJGn и будем считать, что функции Y'h {k =O, п) в урав-
нениях (25) удовлетворяют по и условиям леммы Адамара. Тогда из
требования эквивалентности систем (23) и (26) получим условия, оп-
ределяющие допустимый класс регуляторов и*, для которого система
(23) является вырожденным к. п. системы (25).

Рассмотрим равенства

Делением (28) на (29) получим уравнения эквивалентности
Y°.-\-Zi дсoj/dx'i+m*. =k jY/

n -, У°0
— Z* d(on/dx'=koY'n, (30)

где т\—т дУо/ду'о; Zi=Zi{x'\u)-+Ri{y' .|м); х'=х'{у').
Дополняя эту систему строкой и° = Ridun/dx'i, где и° произвольная
функция от у', для определения и* получим из (30) линейную систему,
содержащую и0 линейно
Ri da)j/dx'j= (kj+dVo/dy'j) У°0

— Y°. -\-[k s {\—ko)~ko dVoldy'j] Yn k nu°.

где все коэффициенты заданные функции от у'. Отсюда следует, что
допустимый класс и*, если он существует, зависит от произвольной
функции иO

. Инварианты системы у" те же, что и для порождающей
системы, и образуют серию (23). Первые п —3 из них сохраняются
на и* для системы у'.

3. Пример. Рассмотрим нелинейную систему [ 7 ] размерности 6, от-
вечающую гиростатическим системам (г. с.), содержащим маховики и
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dy'j/Y'j{y' Iи) =dy'n/Y' n {y'\u ) =dy'o/Y'o {y'\ и). (25)

dy"/[Y'l+m-^jT--}=dy"l(rn -m)=dy"/[У' о+т-0-), (26)

m = {Y', п) {п,гг)- 1; —и = ( -1) ; у'<—(27)

уо
0
= [й^ 1 ехР {—роу'оУ— Gn ]exр (—Цо у'п) ; y“ =G* ехр (—po/n) {i= 1,п),

дп (28)
у/о== У° 0

- Zi—; Y'j=Y°. -fZi dVo/dfr,

У'„= У» m. (29)

Ridd)n/dx'i =u0 {kn =k okj-\- (1 —ko)dVo/dy'j),



вращающимся вокруг закрепленного центра масс под действием момен-
тов от газовых рулей (щ) и маховиков ( и2 ):

Здесь использованы обозначения

где векторы /С, fi, k и матрицы G, g имеют обычный в теории г. с.
смысл. Соответствующая управляемой системе (32) порождающая си-
стема

Согласно равенствам (17) переменные группы (35) определяются сле-
дующим образом:

Инварианты (34) порождающей системы в переменных (35) имеют
вид

Функция S*, задающая согласно (18) вырожденное к. п., представима
выражением S* =—у'7 -f- V{у\, у'2 J z) ; в силу равенств (24) S* од-
новременно представима функцией от инвариантов (37) и поэтому
V= z, так что S* =S* =—ln \\x\\\-\-z. Если подставить S* в фор-
мулы (35) вместо параметра, то получим х" =х\ ЦлЛИ -1 exp z и вектор
х\ нельзя выразить через х" у так что преобразования (35) вырож-
денные при s=s*(л'|г). Используя переменные (36), систему (25) и
равенства (29), (30), получим допустимое управление (на котором си-
стема (32) есть вырожденное к. п. системы (33)) в виде решающей си-
стему (31) вектор-функции и*, заданной формулами и\=ку'i; и*2 =Ху\
в которых произвольная функция u° = ‘k{t' ) у\, у'2у у'т, z), что соответ-
ствует общему выводу. Первых 4 инварианта системы (37) не содержат
переменной у7 . В силу общих выводов функции \\В 11г {х\ — х'2 ) II
*
/2il*'ill“ 1 должны оказаться инвариантами системы (1) при и = и*.

В этом можно убедиться дифференцированием этих функций в силу
системы (32), где и —и*.

Приложения

I. Конструктивное определение однопараметрической дифференцируемой компози-
ционной группы преобразований. Пусть функция ф(р, х) определена, принадлежит
классу С 1 в области G{lp|<oo, хе D} и задает группу преобразований в D, удо-
влетворяя равенствам

Пусть функция 5(2, х) еГI на G и обладает следующими свойствами; 5(0, х) =O,
5(2, х) 0 для всех нестационарных в G точек х группы ф, на которых определены
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dxi/[Xi,В {xi х2) ]= dx2/0 (33)
имеет 5 общих инвариантов

Pill“ 1 \\В'Ь(зь-Хг) II; ХгШ\-*\ ll^ill“1
- (34)

Система (33) имеет автоморфизм 7° с параметром 5

x"i=x'i exp s; х"2=х'2 exp s. (35)

x\= (x'i, x'z, х'г)'=К\ x'2 ={x\, х'ь, x's)'=gQ~\-k\
äi={Ui, u 2, u3 )'; u2= («4, «5, Me)'; K=GQ-{-k] Q=B(x1 —x2 );

B=(G~g)-\

dxif[x'i, В {x'i x'z) ]+Mi= dx'z/uz. (32)

— £2 ) II; Н ехрг/т. (37)

y\=x'i llx'ill- 1 ; lj' lU'llh1; ž/7=ln ll*'ill. (36)

Ф (Pi, Ф (Pi, х )) =ф'(Pi+Pi, х ) ; Ф(0. х)=*;

ф~lе {ф} ; х—Ч>(~Р> х') =Ф~ 1 (р. х), х'=(р(р,х).



I е ] инварианты группы со; (х), co n (x) —р (coj, е Г 1 ; /= 1, п —l), причем функ-
ция 5 не представима на G в виде 5* = —со„(х) -f-F(coi, Юп-ь z) (произволь-
ная l/еС 1). Определим к. п. множество преобразований xZ
равенством

Можно убедиться, что принятые для ф и 5 свойства обеспечивают в G совпадение
траекторий систем, соответствующих группе ф и к. п. (1), а также существование
-обратных отображений 6' 1 е Сl , х 0-1 (г, х/

).

Принято говорить, что множество преобразований Т(г) составляет группу, если
выполняются условия: множество T{z) содержит единичное преобразование / (это

Л

условие выполнено для T{z), определенного формулой (1), так как Г(0) =/

х) =х) и на нем определена операция произведения преобразований
T(22 )X7’(zi) Г[ф(22 , Zi) ], причем для любого Z\ обратное преобразование T~ l {zi)
(T~ l (г!) X Т {zi) —Т) принадлежит множеству Т{г), т. е. Г -1 (zi) r[x(zi) ]. где
ф, % некоторые скалярные функции отмеченных аргументов. Если определить
Т(22 ) X Т {Z\) равенством х" Q[z2 , o(zi, х) ] и рассмотреть преобразование на пере-
менных группы ф —г/ г - = (0i(x) (отображение х у гомеоморфно и дифференцируемо
в окрестности нестационарной точки х) , то получим подобные (1) преобразования

.для которых определения произведения и обратного преобразования при свойствах ф

.задают функцию

.Для того, чтобы преобразования (1) составляли группу, согласно определению необ-
ходимо, чтобы нашлась функция g(z2, 2i) еСI

, на которой U, данная равенством (4),
обратилась бы в /?[g-(z2 , Z\), у], причем уравнение g{u,v) =0 имело бы единственное
гладкое решение и = %(и) для всяких и, v е ( —оо, -|-оо). Отмеченные функциональ-
ные свойства R (и соответствующие свойства 5) выполняются лишь на подклассе множе-
ства (3). Если предположить, что dR/dyn =0 в С ф , то окажется, что для всех точек
■траекторий системы (1) функция U, а следовательно, и G{z2 ,zu ...) не будут зави-
сеть от параметра р п = to n ,

определяющего положение в инвариантном подпростран-
стве (траекторий) системы (1). Аналогичным образом можно выделить подклассы Та
(для которых функция G-к G{z2, zi, ри Pry), когда 5 = 5(2, pu ....

p„) при
a< n) так, чтобы область D n расслаивалась на подобласти, в каждой из которых
к. п. (1) обращалась в обычную группу относительно принятого определения произ-
ведения преобразований. В общем же случае функция (г 2, 2Ь х)

,
соответствующая

произведению, не сводится к Д"(г2, Zj), хотя и определена в конечномерном квази-
шариантном пространстве o)i(x), ..., co„_i(x), (o„(x), поскольку XF (z 2, z b x) =

= G{z2, zu (Oi(x), ..., to„(x)). С другой стороны, вектор-функция @(z,x) решение
•уравнений

в которых функции I и Я однозначно определяются соответственно функциями ф и
.5 в области G, где Я Ф 0 по определению 5, поскольку считается, что все точки

D неособые. Очевидно, интегральные кривые систем (5) и ф(р) лежат на
цилиндрах (Оц(х') = сц, а их проекции на фазовое пространство совпадают и явля-
ются силовыми линиями системы (5).

Используя систему (5) дифференциальный эквивалент системы (1), полу-
чаем аналогично [ B ] выражение для инфинитезимального оператора Z преобразо-
ваний (1)

•с помощью которого разложение аналитической функции F" F{x") в ряд Маклорена
по 2 принимает вид

В силу свойств функций ф, 5 и связи dS/dz = Я[г, 0 (г, х) ] получаем аналогично [ 2 l
«уравнение причинности»
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dx'i/l 1 (x') =...=dx'n/ln (x') =% (z, x')dz, (5)

x'=q[S(z,x),x]=@{z,x). ■ (1)

у'г=Ш; y'n=y n+R{z, Уи ..., у п ), (2)
R (0, у) =0; R{z,y)<=Cl \ R{z,y) 0, z#o; R{z, x) , (3)

U{z2,
zu у) —R[z2 ,

уг и Уп+R {г, у) ]+R (гь у). (4)

Z dldz-\-}.{z, x")li ( х")д/дх"

,

f"=f(*)+Z»=Z.Z»-'.
k *=» 1

П+М*) / (Ы/двк) {dek/dxx )dr]deildz= ly l[z, o]oo г /дхуl
о



где i,k,v~ I ,п\ 0j координата вектор-функции 0(г, х), а одинаковые индексы опре-
деляют суммирование.

И. Теорема об условиях существования п- 2 функционально независимых общих
автономных инвариантов системы размерности п 4- 1. .Рассмотрим систему

Установим для каких X справедливо утверждение: система (1) с функциями X ид-
класса (2) имеет п— 2 функционально независимых (ф. н.) общих инвариантов, не
зависящих от xn+ i из класса О. Если ввести операторы Z\ = Xid/dxi -j-| ..,
... -j- Xn + id/dXn+w Z2 д/дхп +i, то утверждение равносильно существованию п— 2
ф. н. решений в D Dn+ 1 для системы

После соответственной перенумерации система (3) равносильна [ B ] системе

Коммутатор У 3
°

= У2
° У°—У?У° =Yj d/dxj может образовывать вместе с Y°, У°2

зависимую систему, если найдутся одновременно неисчезающие Ai(x), h2 {x), Я3(х),.
для которых /-j У° +Я 2 У 2 =O. Поскольку \2 =O, то У° =ЯЛУ3 либо У 3 А/3УI.
Первое невозможно, а второе означает, что У3 =O, т. е. все Уj= 0, и тогда
Xj = Zj{.Xi, ..., Xn)Xn{x, Xn+i) . Отсюда следует, что У° У°, Уз зависимы тогда и
только тогда, когда система (I) дает систему dxx\Zi{x) ...

= dxn -\\Z n -\{x) = dxn ,

а последняя обладает системой п 1 ф. н. общих инвариантов, не содержащих хп +\.

Исключая этот частный случай, будем считать, что операторы У ь У2 , У 3 независимы,
а для У3 имеем равносильный оператор Y'3 Y'id/dxi + Y'n - 2 d/dxn- 2 -j- д/дх п-и
где Y'h Yh/Yn-i (k—\, п —2).. Тогда система У?, У°, Уз° равносильна системе
Ть Т2 , Т 3) где

Для того, чтобы система (3) имела п— 2 ф. н. общих инварианта необходимо и до-
статочно ■[*], чтобы в D коммутаторы якобиевой системы операторов Т\, Г2,

Т3 исче-
зали
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O, (7)
(8)

Т2 Т3 Т3 Т2 =O. (9)

Система (7) эквивалентна равенствам

XhXb' (10)
Система (9) эквивалентна условиям

(А'„ -[Xn-i Х п Х п ) (XkXh —Ап-Дп-г)=o, (ii)

которые означают, что в D исчезают все сомножители вида

хай 1 (l 2>

dx\jX 1 (х, Хп +i) —•■ • dxп I Xп [х у х n+i) ‘dXn+i/Xn+i (х, x n +i) , (1)

где хn +1 ==t ; Xi(x, x n + i) , I n + 1 (x, xn + i)eC’; i=\,n, x— {х,}; в D n+i имеем
Xn+i=£o; II {Xi} \\ФO. (2)

Zi c f Z о f=0. (3)

Y° о f =Y° о f=0, (4>
il2 ' ’

где

Уi =У1 ö/dxi-f- .. . -\-Yn—l d /dx n—i~rд/ dxn ; У2 == d/dx n + ь

Yi^XjXn 1 ; Yj=dYj/dXrsü j=l,n—\.

T I =Y"k d/dxk +д/dx „ ; T 2 = d/dx„ +1; T3 =Y'hdjdx h-f d/dx„_b
(5)

Y'h= УйУп-1= (Xn Xk XhX n ) (X n X n-i Xn-iXn) ,

Y" h =Yh - У«_lУ'к =М„_i-In-Ä. (6)



или система (11) эквивалентна условию

Заметим, что условия (10) следствия условий (12), для последних же Ун" —0,.
Т j д/дх-п . Из условий (12) следует, что величины Yk выражаются так:

где i=l, /г; f произвольная функция.
Подстановка выражений (14) в условия (8) приводит к равенствам dfh/dxn 0Г

иначе говоря, уравнения Yk fh{x 1, ..., xn -i)Yn -\{x, xn +i) на функции X опреде-
ляют первый класс на котором теорема доказана, поскольку на этом классе
система (1) приобретает вид

обладая, очевидно, ф. н. общими инвариантами h\{x\, ..., х п ~\), ■■■, h n - •••■ Vi).
Условия, определяющие второй класс, выражаются уравнениями (8), (10) и (13), из
которых следует, что для всех i— I,л; пг= 1, п— 2; k = 1, 'п 2 должны выпол-
няться соотношения

[f m {Xi)dldx m+d/dx „_i] о gh{Xi) [g m {Xi)dldx m-)-dldXn] °fft(*i)'=o. (16)
Система (16) равносильна условию коммутации операторов

которое выражается п— 2 уравнениями на 2{п —2) функций f,g^Cl . Пусть f
= {ju ... ,f п —2, 1, 0)', а г/i (Of(xi, х п ) —ф. н. система, йёС2 в области D r

удовлетворяющая в этой области соотношениям

которые однозначно определяют в D x вектор-функцию f{xi, ... , х п ), а вместе с нею
и f'(y) = f{ x {y)) на Dy++D x . Согласно уравнениям (16) функции g'k{y) =gk (х{у) )

удовлетворяют системе

которая эквивалентна некоторой неоднородной системе линейных уравнений с соот-
ветствующими (18) и (17) матрицей А и векторами г, b вида

Таким образом, задаваясь любой ф. н. системой со,г еС2 и решениями системы
(18) (типа 19), получаем согласно равенствам (15) условия, определяющие второй
класс {2Q, для которого справедлива теорема.

111. Лемма о группах, допускаемых автономной системой

Известно, что группа Т с инфинитезимальным оператором (t =l, п) Т =

= -j- \,üd[dt допускается системой (1) с инфинитезимальным оператором
Z =Xid/dxi -)- öjdt, если найдется функция Z{t,x), удовлетворяющая системе урав-
нений

для которой в данном случае А = Z|o. Заметим, что если группа допускается си-
стемой (1), то она допускается любой ее подсистемой, иначе говоря, уравнения

есть следствие уравнений (2), а тогда из систем (2) и (3) получаем выражения

Исследование систем (2) (4) приводит к заключению, что функции £о инфи-
нитезимального оператора группы Т, допускаемой системой (1), должны выражаться
формулами

в которых функции Р,М,Iо и gi(x), определяющие оператор G= gi(x)d/dxi (i = 1,л),
связаны уравнениями
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(13)

X =Zlo- Vо£о=0. (4)

VT' T'V=]lV (3)

ZV VZ =XZ, (2)

Yk—fh (Xi) Yn 1 {Xi, Xn +l)
,

04}

dxjfi {Xu Xn-i)Xn-l= .. . =dXn-2/f n-2{Xl, Xn-l)X n -\

=dxn —\/X и-i=dxn/Xn =dx n+iJX n+\,

Y h =fk(Xi)Yn-i+gk{Xi); Y'k—fk (Xi) ; Y"h =g h (Xi), (15)

F =fm {Xi) дlдхт+д/дх n ~ü G =gm {Xi)d/дхт +д/дх п ,

(/, V(о,) —O, /=l, п— 1; (/, Vсо г,) =l, (17)

dg' h/dyn = (df'h/dyi) {dyi/dx m )g'm+{df' k/dyi) {dyijdx n ), (18)

dzjdi=A (t, уь y n )z+b{т, г/,, .... г/„). (19)

dX]JXi{xь ..., Xn) = ... =dx!nJX u {xu ...,x n )=dt. (1)

li=PXi+gi- I =p+M, (5)



Тогда дифференциальные уравнения группы, допускаемой автономной системой (1),
выражаются строкой

в которой функции Р. М. gi удовлетворяют условиям (6). Группа Т0 с инфинитези-
мальным оператором Р (XidldXi -f- õ/dt) всегда допускается автономной системой (1)
и поэтому тривиальна. Назовем допускаемую (1) группу Т нетривиальной, если в
системе (7) Р = 0. Если скорость преобразования t, равная £'о, не зависит от тра-
екторий системы (1), то скажем, что группа Т равномерна по фазе. Из этих опре-
делений в силу уравнений (6) и (7) нетрудно заключить, что нетривиальная и
равномерная по фазе группа Т° должна определяться уравнениями

где цо = const, для которой система V°g'i — GXi = р OХ* имеет в D нетривиальное
решение из класса Сl .
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I. KEIS
DÜNAAMILISTE SÜSTEEMIDE MINGI TEISENDUSTE KLASSIGA

EKVIVALENTSEST JUHTIMISEST

Artiklis esitatakse tarvilikud ja piisavad 'tingimused regulaatorite sellise ühepara-
meetrilise klassi määramiseks, milles juhitav süsteem on genereeriva süsteemi kompo-
sitsioonrühma teisendus. Tuletatakse üldiste invariantide ja juhtiva süsteemi vektor-
lahendi üldisteks invariantideks teisenduse kuju ja genereeriva süsteemi vektoriahend
lubatavate regulaatorite klassis. Lisas I on .antud kompositsioonrühma teisenduse defi-
nitsioon ja põhiomadused. Mitteautonoomsete n-järku süsteemide jaoks, milledel vas-
tavalt lisas I tõestatud teoreemile on n-2 autonoomset invariant!, lihtsustub invariantsete
hulkade teisendamise valem oluliselt. On konstrueeritud regulaatorite klass, kus juhitav
osutub kõdunud kompositsioonrühma teisenduseks teda esile kutsunud süsteemile, mis
omakorda eeldab faasi järgi ühtlast mittetriviaalset rühma, mille kuju on määratud
lisas 111 antud lemma tingimustega.

I. KEIS
ON CONTROLS EQUIVALENT TO SOME TRANSFORMATION CLASSES

OF DYNAMICAL SYSTEMS

Necessary and sufficient conditions on controls, determining one-parameter class
of controllable systems as composition-group transformations (c. g. t.) of a generating
system are discussed in the paper. The form of transformation between vector solution.
Invariants of the generating system and corresponding values of controllable systems
are determined for this class of controls. Constructive definition for the c. g. t. together
with its principal qualities are given in Appendix I. A simplification of the trans-
formations takes place when an n-dimensional, non-autonomous system possesses n-2
autonomous invariants (presented in Appendix II theorem). In case of defected
c. g. t. when the generating system admits phase-uniform, non-trivial group (of the
kind prescribed by lemma in Appendix III), the conditions ol equivalent controls take
the form of linear equations.
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t
VoP =\i{t,x)— [x(0,x); V о |i+dp/df=0; М—f р. (т, х) dx,о

(6)
Ко gi —Gо At = fx(o, x)Xi\ Kog 0 =O.

dx'iJPXi+gi= ... =dx'nlPXn+gn=dt'/P+M =ds, (7)

dx\lgi{x') =

...
=dx'nlgn {x')=dt'l[i ot.'=ds, (8)
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	Рис. 1. Спектр поглощения тонкого слоя РЬР2 при 293 (/) и 78° К (2).�㐀　　　　　　搀　愀㌀挀㌀　㌀㌀㘀㔀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㌀㘀㘀㌀㌀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㔀㘀㈀㘀㈀㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㌀㘀㘀㌀㐀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㌀㘀㘀㘀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㔀㘀㐀㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀　㌀　㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀　㘀㔀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㔀㘀㐀㘀㌀㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀　㘀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㘀㌀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㜀㌀　㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㘀㐀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㤀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㜀㌀㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㐀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㜀㌀㌀㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㔀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㤀㌀　㌀㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㜀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀
	Рис. 2. Спектральная зависимость показателя преломления. 1 рассчитанная по формуле (1); 2 по формуле (2).��������Ā������������������Ā�����������̀�������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā�����������̀���Ā���Ā�����������̀�������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā�����������̀�������������㙗੧���側႑側ゑ側䂑側傑側炑側肑側ꂑ側낑側삑側킑側側側႒側ₒ側傒側肒側邒側ꂒ側낒側삒側킒側側側ₓ側ん側傓側肓側悔側炔側肔側邔側ꂔ側삔側႕側ₕ側ゕ側傕側悕側�������������������Ā������������������Ā�������
	Рис 3. Спектральные зависимости показателей поглощения (k) и преломления (п).��㐀　　　　昀㠀㌀㔀愀㈀　㜀㠀㌀㜀愀㈀　㜀昀㠀㈀挀愀㈀　㜀　㠀㌀㈀愀㈀　㜀㐀㠀㈀戀愀㈀　㜀㈀㠀㌀挀愀㈀　㜀㘀㠀㈀挀愀㈀　㜀㠀㠀㈀搀愀㈀　㜀㜀㠀㌀愀㈀　㜀㌀㠀㌀㠀愀㈀　㜀㤀㠀㌀戀愀㈀　㜀　㠀㈀　愀㈀　㜀攀㠀攀愀㈀　㜀昀㠀愀愀㈀　㜀㘀㠀愀愀㈀　㜀㐀㠀㤀愀㈀　㜀㔀㠀攀愀㈀　㜀　㠀㈀㤀愀㈀　㜀㜀㠀㈀㠀愀㈀　㜀㌀㠀搀愀㈀　㜀攀㠀㈀㜀愀㈀　㜀㤀㠀㈀㤀愀㈀　㜀戀㠀㠀愀㈀　㜀㔀㠀㈀㜀愀㈀　㜀挀㠀㈀㘀愀㈀　㜀愀㠀㈀㔀愀㈀　㜀㌀㠀㈀㘀愀㈀　㜀愀㠀挀愀㈀　㜀搀㠀㤀愀㈀　㜀㠀㈀㔀愀㈀　㜀昀㠀㈀㌀愀㈀　㜀㠀挀愀㈀　㜀㜀㠀昀愀㈀　㜀㘀㠀㈀㌀愀㈀　㜀挀㠀搀愀㈀　㜀㐀㠀㈀㈀愀㈀　㜀㈀㠀㈀愀愀㈀　㜀戀㠀㈀愀㈀　㜀㠀㠀㈀㐀愀㈀　㜀搀㠀㈀㈀愀㈀　㜀㤀㠀㈀　愀㈀　㜀㈀㠀㈀愀㈀　㜀㠀㠀戀愀㈀　㜀搀㠀　愀㈀　㜀㔀㠀　挀愀㈀　㜀㌀㠀　戀愀㈀　㜀㠀㠀㌀㔀㜀攀　㜀�
	Рис. 4. Спектральные зависимости реальной (ei) и мнимой (s 2) частей диэлектрической постоянной.�㍢〴㍥〴㍣〴㍢〴㌵〴㍤〴㌸〴㑦〰㉥〰㈰〰㌱〰㈰〴㐰〴㌰〴㐱〴㐱〴㐷〴㌸〴㐲〴㌰〴㍤〴㍤〴㌰〴㑦〰㈰〴㍦〴㍥〰㈰〴㐴〴㍥〴㐰〴㍣〴㐳〴㍢〴㌵〰㈰〰㈸〰㌱〰㈹〰㍢〰㈰〰㌲〰㈰〴㍦〴㍥〰㈰〴㐴〴㍥〴㐰〴㍣〴㐳〴㍢〴㌵〰㈰〰㈸〰㌲〰㈹〰㉥〰〰ぢ〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰ぢ〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〳〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰ぢ〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰ぢ〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰ぢ〰〰〰〰〰〰〰晦晦〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰ぢ〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〳〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〳〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰ぢ〰
	Рис. 5 Спектр отражения. I рассчитанный по формуле при 78°К: „ „ (n+l)2+ft2 – измеренный при 4,2°К. Значения коэффициента отражения даны в относительных единицах.�　㌀㐀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㘀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㜀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㘀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㜀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㠀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㠀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㠀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㌀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㘀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀㤀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㌀㘀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㌀㌀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㌀㘀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀㤀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㈀㘀㘀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㌀㘀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　㌀㌀㌀㘀㔀挀㜀㔀����ऀ	奾씀邒ꌊ梲ⴁ㸠呪ഊ䕔ഊ儍–̐隋㹐鿝��鄉ღ踉
	Рис. 6. Спектральная зависимость показателя поглощения. 1 наблюдаемая экспериментально; 2 рассчитанная по формуле (5); 3 начало межзонного поглощения.�儍ੱഊ䉔ഊ㠮㐴‰⸰〠〮〰‹⸳㔠ㄱ〮〰‶㈰⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉥〰㉦挰㉦㉦攰㉦戰㉦ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸰㐠〮〰‰⸰〠㜮㤴‱㐳⸰〠㘲〮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晤〲晦〲晥〲晦〳〶〳〱〲晦〲晤〲昱〰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㠷‰⸰〠〮〰‷⸰㤠㜴⸰〠㘱ㄮ㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〳〲昹〳〸〲昶〳〲〲晢〲晦〲昴〲晦㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㠸‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄱ㜮〰‶⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㤰㉦㠰㉦挰㌰㐰㌰㠰㉦㘰㉦攰㉦㤰㌱〰〱放⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ㄮ㐱‰⸰〠〮〰‶⸵㈠ㄹ⸰〠㘰〮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㠶〰㈰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮〷‰⸰〠〮〰‹⸰㜠㌵⸰〠㔹㤮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰㐴㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊㄱ⸸ㄠ〮〰‰⸰〠㐮㈵‴㈮〰‶〰⸹㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〰放⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ਼⸵㘠〮〰‰⸰〠⸷㜠㔱⸴㌠㔹㠮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰愱㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㘰‰⸰〠〮〰‸⸷㤠㜳⸷㈠㔹㤮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晢〲晦〳づ〳〵〳〵〲昹〳〷〲昹〲昶〲晥〳〳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮ㄶ‰⸰〠〮〰‷⸳㜠ㄲ㤮〰‶〰⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦昰㌰㈰㉦挰㉦㉦㈰㉦挰㉦㘰㉦攰㉦㤰㌱〾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸱㈠〮〰‰⸰〠㜮㤴‱㜷⸰〠㔹㤮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晣〳〴〰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㌷‰⸰〠〮〰‷⸳㜠㜴⸰〠㔸㤮ㄳ⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〸〲昱〰ㅥ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㌷‰⸰〠〮〰‷⸳㜠㐲⸷㈠㔷㤮ㄳ⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昱〰て㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮㔶‰⸰〠〮〰‱〮㜷‵㈮㐳‵㜷⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰ちㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸶〠〮〰‰⸰〠㠮㜹‷㌮㜲‵㜸⸹㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦戰㉦昰㌰攰㌰㔰㌰㔰㉦㤰㌰㜰㉦㤰㉦㘰㉦攰㌰㌰㌰挾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸲ㄠ〮〰‰⸰〠㜮㘵‱㌵⸰〠㔷㠮㠵⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〰〲晦〲昴〲晣〲晦〳ち〲昶〲晥〲昹〳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㔮㘱‰⸰〠〮〰‷⸶㔠ㄸ㔮〰‵㜹⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㤾⁔樍名ੑഊu〴㐲屵〴㐱屵〴闘睡甁�
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