
X. ИOKK

О СХОДИМОСТИ РАЗНОСТНЫХ МЕТОДОВ для
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ВТОРОГО ПОРЯДКА НА НЕРАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ

В статье исследуется сходимость методов для дифференциальных
уравнений второго порядка с разрывными коэффициентами на нерав-
номерной сетке. Аналогичные вопросы при равномерной сетке рассмот-
рены нами ранее в [*].

1. Будем рассматривать краевую задачу

где V), v 2 и Ць Ц2 некоторые постоянные, а функции k{x), q{x) и
fix) могут, вообще говоря, иметь конечное число разрывов первого
рода.

С точки зрения практики (например, при рассмотрении физических
явлений) представляют интерес такие решения краевой задачи (1),
которые в точках разрыва коэффициентов удовлетворяют соотноше-
ниям

В дальнейшем, говоря о решении задачи (1), будем предполагать,
что последние равенства выполнены, а функция k{x) на отрезке [o,l]
удовлетворяет условию \k (х) j > k 0 » 0. При этом k (я) может менять

1
знак на этом отрезке. Пусть Д== l/vi-f-l/v2+ Jdx/k{x) ФO. Рассмот-

-5
рим неравномерную сетку ом на отрезке [O, I], т. е. сетку, удовлет-
воряющую условию o=хo<Х\< . . . <С хп -\ <хп —l. Используя
разностные производные

составим дискретную задачу (разностную схему)

в которой коэффициенты ai{a,i Ф 0), di, ф £ являются постоянными
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Рассмотрим в первую очередь случай, когда выполнены следующие
условия *:

Если известны точки разрывов функций k, q и f, то можно выбрать
неравномерную сетку так, чтобы среди узлов были и все точки разры-
вов функций k, q, f. Такую сетку обозначим через соh[k,q,f).

Теорема 1. Пусть краевая задача (1) имеет единственное реше-
ние и* (х) и пусть выполнены условия (3) и (4). Тогда аппроксимирую-
щая задача (2) при достаточно малых ho = max hi обладает един-
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ственным решением г/* ==(*/*, у*, у*). При этом, в случае сеток
iOh{k,q,f) имеет место неравенство

а в случае произвольных неравномерных сеток неравенство

Доказательство. Пусть G{x,l) функция Грина дифферен-
циального выражения — [k(x)u'{x)Y при краевых условиях I{и1

{ и = 0 и
12и =O, Gij дискретная функция Грина для аналогичной дискрет-
ной задачи. В данном случае

* Мы пользуемся обозначениями: Ог ) класс г раз непрерывно дифференцируе-
мых функций на отрезке [O, I], a Q(r) класс г раз кусочно-непрерывно дифферен-
цируемых функций на отрезке [o,l], т. е. функция и е Q^ T\ если и непрерывно диф-
ференцируема г раз, за исключением конечного числа точек разрывов, где функция
к и ее производные имеют конечные односторонние пределы на этом отрезке.
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Тогда задачи (1) и (2) соответственно эквивалентны следующим урав-
нениям второго рода:

Пусть ph оператор, сопоставляющий каждой функции и{х) век-
тор

Аналогично тому, как это сделано в книге Г. М. Вайникко ([ 2 ],

с. 153), можем показать, что последовательность линейных операторов
Th е L{mn+\, тп+х ) компактно аппроксимирует вполне непрерывный
линейный оператор Т eL(C, С) по отношению к связывающим отобра-
жениям рн L{C, тп+\). Поэтому согласно приведенной в [2 ] тео-
реме 2.1 уравнение уп ТнУь +Ьи при достаточно малых h 0 однозначно
разрешимо и справедлива оценка

Кроме того, по формуле Тейлора можно доказать, что

где h= h0 в случае произвольной неравномерной сетки и h— h в
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и — Ти-\-Ь, уь ТнУн~\~ bk,
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Ти= J G{x,l)q{l)u{l)dl, b= J G {x, l)f{l)dl+G(x, 0) pi-J-G (x, I)ц2,

0 0
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,

os£j, j^n



случае сетки оOh{k,q,f). Из неравенств Г—3° и (7) следуют утвержде-
ния (5) и (6) теоремы.

2. Следуя А. А. Самарскому ([ 3 ], с. 136), вычислим коэффициен-
ты** ai,di,cpi при помощи шаблонных функционалов. Тогда справед-
ливы равенства

Теперь можно доказать следующую теорему, справедливую для
всех коэффициентов, выраженных через такие шаблонные функцио-
налы.

Теорема 2. Пусть краевая задача (1) имеет единственное реше-
ние и*{х) и функции Тогда любая аппроксимирующая
задача (2) из семейства (8) имеет при достаточно малых h0 единст-
венное решение г/* = {у*, у* . .., у* ). При этом на последовательно-

А

ста сеток сол {k, q, f) имеет место неравенство

На любой последовательности неравномерных сеток неравенство (9)
справедливо при k (х), q(х), f (х) е 02\

Доказательство проводится по той же схеме, что и доказа-
тельство теоремы 1. Используя формулу Тейлора и равенства (8),
можно проверить выполнение неравенства I°—3° при h h. Тогда из
неравенства (7) и вытекает выполнение условия (9).

3. Рассмотрим теперь задачу о собственных значениях

и соответствующую ей дискретную задачу

на неравномерной сетке.
Задачи (10) и (11) эквивалентны соответственно задачам

Решение задачи (10) о собственных значениях дает следующая
Теорема 3. Пусть нуль не является собственным значением за-

дачи (10) и пусть выполнено одно из условий (4) или (8). Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:

** Коэффициенты di, di иф* вычислены в [ 3 ] соответственно через функционалы
Alk(Xi-\-shi)], F[q*{s )] и F[f*(s)].
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üi =k{Xi o,shi) -j- О (/if ),

d<= h,qf+^iqt +a(ftV~) %fi +0(fR ),
> (8)

m= h ‘+a(/i2r~)> ■ +0(й2.) (a—const).

шах \у*. u*{x.)\^ch2 . (9)
o<г<п

Lu=Kf{x)u{x), liU =O, ku = 0 (10)

1ку= Хц>у, кпу =O , kh = О (П)

u Tu—TSu, yh Thyh=XS hyh,

где при i = 0,1, .... n

Su= f G(x, [S hyh]i= JSftjGiwyj.
0 3=o



1) каждое собственное значение л0 задачи (10) является пределом
при ho —>- 0 собственных значений Ял задачи (11) и, наоборот, собствен-
ные значения задачи (11) могут при /г0 0 сгущаться только к собст-
венным значениям задачи (10);

2) при h0 ->■ 0 имеет место сходимость

где U 0 корневое подпространство оператора (/ — T)~ lS> соответст-
вующее собственному значению Яо Ф 0 и линейная оболочка тех
корневых подпространств оператора (/д — Th)~ l Sh, которые соответст-
вуют близким к Ян собственным значениям оператора ( In Th)~ ySh\

3) пусть с = const и I ранг собственного значения Яо задачи
(10), тогда справедливы оценки

е случаяхг когда коэффициенты вычисляются а) на сетке (x)h{k,q,j)
по формулам (4) и k{x ) е Ql 2 ), q{x), f(x) е QW; б) на сетке
*}-'h{k,q,f) по формулам (8) и k(x), q{x), f(x) g Q(2); в) на произволь-
ной неравномерной сетке по формулам (8) и k{x), q{x), f{x) е С< 2 >.

Доказательство. Утверждения этой теоремы следуют из ком-
пактной аппроксимации операторов Г и 5 последовательностью опера-
торов и Sh, а также из того, что выполнены условия I°—3° (см.
Г' 2 ])-

Замечание 1. Если функции k(x), q{x) положительны, то I 1.
В общем случае, по-видимому, I ф \ и собственные значения задачи
(10) могут быть комплексными.

Замечание 2. Аналогичные теоремам 1 и 3 из статьи ['] ре-
зультаты можно доказать и для неравномерных сеток.
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H. JOKK
TEIST JÄRKU HARILIKE DIFERENTSIAALVÕRRANDITE DIFERENTSSKEEMIDE

KOONDUVUS MITTEÜHTLASEL VÕRGUL

Artiklis uuritakse diferentsskeemide klasside (2) ja (8) koondumist mitteühtlasel
■võrgul katkevate kordajatega hariliku teist järku diferentsiaalvörrandi rajaülesande (1)
ja vastava omaväärtusülesande korral, kasutades kompaktse aproksimatsiooni printsiipi.
See võimaldab loobuda käsitletava ülesande positiivse määratuse nõudest, mida
A. Samarski töödes (vt. [ 3 ]) peetakse aprioorsete hinnangute tuletamisel peamiseks.
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Т)й — sup inf max \уг Мо(лй).|->O,
Ilžotllm n+l «оеШо

SD3i= sup inf max jг/г Mo(at)J-^O,
«о^lХ0 . ll«ollc =l yh^h 0

|Яд Яо| ch2n
, Фд< ch2/l

, < ch2/l



H. JOKK
THE CONVERGENCE OF THE DIFFERENCE SCHEMES OF THE ORDINARY

SECOND-DEGREE DIFFERENTIAL EQUATIONS ON A NON-HOMOGENEOUS GRID
Using the compact approximation principle, a study has been carried out of the

convergence of difference scheme classes (2), (8) on a non-homogeneous grid for the
boundary value of the ordinary second-degree differential equations with non-continuous
coefficients and respective eigenvalue problems.

The use of compact approximation principle permits the above-mentioned problems
to be solved without the differential operator having been defined positively, the latter
being the main requirement advanced in A. Samarsky’s works [ 3 ] on the derivation of
a priori estimations.
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	Рис. 1. Спектр поглощения тонкого слоя РЬР2 при 293 (/) и 78° К (2).�㐀　　　　　　搀　愀㌀挀㌀　㌀㌀㘀㔀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㌀㘀㘀㌀㌀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㔀㘀㈀㘀㈀㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㌀㘀㘀㌀㐀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㌀㘀㘀㘀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㔀㘀㐀㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀　㌀　㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀　㘀㔀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㔀㘀㐀㘀㌀㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀　㘀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㘀㌀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㜀㌀　㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㘀㐀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀㤀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㜀㌀㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㌀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㐀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㜀㌀㌀㌀　㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㔀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㘀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㤀㌀　㌀㌀攀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㐀㌀㔀㌀㜀㌀攀㈀　㌀挀㌀　㌀㐀
	Рис. 2. Спектральная зависимость показателя преломления. 1 рассчитанная по формуле (1); 2 по формуле (2).��������Ā������������������Ā�����������̀�������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā�����������̀���Ā���Ā�����������̀�������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā������������������Ā�����������̀�������������㙗੧���側႑側ゑ側䂑側傑側炑側肑側ꂑ側낑側삑側킑側側側႒側ₒ側傒側肒側邒側ꂒ側낒側삒側킒側側側ₓ側ん側傓側肓側悔側炔側肔側邔側ꂔ側삔側႕側ₕ側ゕ側傕側悕側�������������������Ā������������������Ā�������
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