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10. КАЯРИ

ОБ УРАВНИВАНИИ СЛУЧАЙНЫХ МАТРИЦ

1. Предположим, что элементы матрицы B =\\bij\\ (i —i, ... , m;
1, ... , п) являются результатами некоторых исследований, имею-

щих случайные погрешности и что истинные неизвестные нам значения
üij исследуемых величин удовлетворяют требованиям;

где правые части равенств (А г , и Mj) известны точно.
В таких случаях обычно необходимо произвести корректировку ре-

зультатов исследования b.ij, т. е. заменить последние на оценки Сц так,
чтобы удовлетворялись уравнения:

и матрицы С— IjcijJl и В = были бы сходны в каком-то смысле.
Такая операция часто называется уравниванием [’].

Задача уравнивания возникает, например, при исследовании суще-
ствующего и при прогнозировании будущего расселения городского на-
селения [2“ 7 ], которое определяется количеством жителей ац, проживаю-
щих в районе i и работающих в районе / рассматриваемого города.
В этом случае Nt количество жителей, проживающих в районе i, и
Mj количество рабочих мест в районе /. Естественно считать, что
здесь уравнения (1) удовлетворены.

Обследование выборочным методом существующего в городе рассе-
ления дает приближенные оценки Ьц для истинных величин a.ij.

При прогнозировании величин получаемые оценки будущего
расселения в планируемом городе также являются приближенными.

С другой стороны, величины Ni и Mj нетрудно определить точно как
в существующем, так и в планируемом городе.

В приведенных примерах результатом некоторого исследования (ста-
тистическое обследование, прогнозирование) является матрица В
=j j b ij\ l с элементами, имеющими случайные погрешности и, очевидно.

n
2Jüij = Ni (i = tn)
j—i

m
У. a i:: =Mj (/ =l, .... n)

i—1

yj Ci j = Ni {i = 1, ..., tn)
j=i

т
JJdj =Mj (/=l, п),
i— l
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не удовлетворяющим требованиям (1). Для дальнейшего же исполь-
зования полученных результатов необходимо произвести уравнивание
матриц В.

К настоящему времени выработан ряд методов для уравнивания слу-
чайных матриц, краткий обзор которых дан в [4 ]. Отдельные методы
различаются не только вычислительными процедурами, но и самой по-
становкой задачи. При замене матрицы В матрицей С, удовлетворяю-
щей условиям (2), сходство этих матриц понимается по-разному. Кри-
терием сходства служат, например, величины:

Выбор той или другой из приведенных величин для оценки сходства
матриц В и С, очевидно, зависит от конкретного содержания рассмат-
риваемой задачи. Наиболее распространенным критерием является ве-
личина а, которая максимизируется при помощи известного итерацион-
ного процесса [4 - 5 > 7 - B ]. В некоторых случаях минимизируется величина
Р или у [4- 6 ]. Метод наименьших квадратов (минимизация величины е)
до сих пор не нашел применения в практических задачах уравнивания
случайных матриц. Недостатком этого метода считается громоздкость
вычислительного процесса [4 ]. Используемый для минимизации вели-
чины е при условиях (2) метод множителей Лагранжа действительно
приводит к громоздкой системе линейных уравнений. Но некоторые пре-
образования в этой системе позволяют существенно сократить объем
вычислительной работы при ее решении.

Ниже приводится метод уравнивания случайных матриц, основанный
на принципе максимального правдоподобия, который приводит к мини-
мизации суммы квадратов отклонений е.

2. Пусть элементы матрицы В являются нормально распределен-
ными случайными величинами bij<=N(aij, oy/qij), так что М{Ьц) =

=сщ истинные значения исследуемых величин; D{bij) ■= o2qa, где
qij веса (положительные числа), характеризующие точность элемен-
тов bij. Тогда применение принципа максимального правдоподобия (см.
[*]) для-.уравнивания матрицы В приводит к задаче нахождения такой
матрицы С, чтобы

При условиях, что

В силу того, что уравнения (2) являются линейно зависимыми, в си-
тстеке (8) отсутствует уравнение 2сгп = М„, которое следует из осталь-

• г=l
ных т-\-п \ уравнений.

a=2 cü ln ~
-

a i 3
P = \cij bil

4rr.iCii
Y= 2j jr.— .

г j ' 3

е = Я(сц-Ьц)*.
i j

та п {

2j (сц bij)2 = min!
<=ii-

dj —Ni (i =l,. •
•, m),

j=l

m

Sea =Mj (/ =l, ..., n —1).
2=l
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n m
Введя обозначения: сц — bij Xij, Ni— J>Jb-ij—bi и Mj—^Ьд =а ,,

j=l i=l

задачу (7) (8) можно переписать в более удобном виде.

при условиях

3. Применяя для нахождения относительного минимума функции
(9) метод множителей Лагранжа, получим следующую систему линей-
ных уравнений:

Эта система состоит из тп-\-т-\-п—1 уравнений и содержит
столько же неизвестных хц, Xi, pj. Непосредственное решение этой си-
стемы уравнений уже при т п 20 практически неосуществимо.

Суммируя уравнения (11) и (12) по / и по i соответственно, получим

Учитывая уравнения (13) и (14), полученная система уравнений при-
нимает вид

Здесь последнее уравнение (20) выражается линейно через предыду-
щие уравнения (18) и (19), поэтому его можно исключить из рассмот-
рения. Таким образом остается т-\-п —1 уравнений для определения
т —(— п 1 неизвестных Xi и pj.

mn 1 „xfj = min!
i=i j=i

q%l

n

=bi {i = I, ..., m),
j=l

m
JŽXij =aj {j =l, n—l).
i=l

*fj+ + = 0 (/ =l, ..., m; j= 1, ..., n— 1),
Л-in -f* 0 (i—l, • . •

, Ttl) ,

П
2Jxij = bi {i = 1, ..., m),
3=1
т
yj Xij = aj (j —1, n —1).

2=l

П n 71 —1
Xi jH~ Qijhi “h Qijftj === 0 {i =l, •• • , tTI) ,

j=l j=l j=l

mm m
2 Xii ~f" == 0 (/ =1,•• •

> я 1)>
i=l 4=l 4=l

m m

%in ~1~ 0.
i=l i=l

n n—i
bi + JtJ Qijhi + Qim = 0 (t =l, ..., tn) ,

3= l i=l
m m

aj + JEJ + JŽj QijVi = 0 (j —h■■■ , n J )
i=l i=i

m
@n ~|~ i O.

i=l
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Решение этой системы уравнений целесообразно произвести в мат-
ричной форме. Используем следующие обозначения:

Система уравнений (18), (19) выражается теперь в матричной записи
следующим образом:

Из второго уравнения находим

Подставляя выражение вектора р в первое уравнение, получим

Уравнивание матрицы В методом наименьших квадратов осущест-
вляется теперь по следующей схеме. По формуле (23) вычисляют коор-
динаты вектора X. Подставляя найденный вектор X в формулу (22),
определяют вектор ц. Из уравнений (11) и (12) находят поправки
Xii {i—l, ... ,m;j —l, ... ,n) и, учитывая введенное обозначение
Ci j b{j =Xij, получают элементы матрицы С, удовлетворяющие усло-
виям (8) и минимизирующие при этом функцию (7).

Очевидно, основная вычислительная работа описанного метода урав-
нивания состоит в обращении матрицы QE QQql QT

. ■
4. Покажем, что матрица Qe QQ^1 Q T является положительно

определенной. Используем для этого оценки Гершгорина, дающие ин-
формацию о расположении собственных значений матрицы (см. [9 ],

стр. 132).
Пусть Ае и В вещественные матрицы, причем А Е диагональная

матрица и В матрица с неотрицательными элементами. Тогда оценки

Q-i bi pi j Xi qin

a. 2, —O, bz =b, pa —p, X2 =X, q2n =q,

On— l bm p m—l Хщ qmn
1 1 I

qn'qiz ••• qin-i

q2 f q?z • q2n-i q

q-miqmž
• •

• q-mn—i

žqij 0 •••
0

3= 1

0 ...
0

= Qe.

0 0 ... q-mj
i= l

т

JŽQU 0 • • 0
i=l

т
0 2Jqi2 ... 0

_ Q
г=l V/-

т
0 0 ... JŽqin-i

i=l

/ b -f- QeX -j- Qp —О,
Iо, -f- QT7 -J- Q/p = o.'

ii=-Q-I la-{QQ7^X.

X (Qe QQ^Q7 ) - b) .
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Гершгорина определяют нижнюю границу собственных значений t мат-
рицы А е В в виде

или в матричной записи

где ei —Ай столбец m-мерной единичной матрицы и 1т т-мерный
вектор, все компоненты которого равны единице.

Таким образом, собственные значения v матрицы QE QQj'Q 7

удовлетворяют неравенству

так как Q£lm = QU-i +q, QT hn= Qjl n -i и q{j >O.
Из неравенства (26) следует, что все собственные значения матрицы

Qe QQ~j l QT положительны, и тем самым эта матрица является поло-
жительно определенной. Последнее обстоятельство утверждает суще-
ствование обратной матрицы (QE QQy^ 7 ) -1 и позволяет для ее на-
хождения эффективно применять метод квадратных корней.
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/. KAJARI
JUHUSLIKE MAATRIKSITE SILUMISEST

Esitatakse juhuslike maatriksite silumise meetod. Seejuures eeldatakse, et vaat-
luste tulemusena saadud maatriksi elementide mõõtmisvead on normaalselt jaotatud
juhuslikud suurused ning et selle maatriksi ridade ja veergude summad on antud
täpselt. ■ Sel juhul tekib järgmine probleem; korrigeerida maatriksi elementide väär-
tused selliselt, et saadud maatriksi ridade ja veergude summad oleksid antutega
võrdsed. Kõnesolev meetod põhineb suurima tõepärasuse printsiibil. Peamine arvutustöö
tema rakendamisel seisneb teatud maatriksi pööramises. Näidatakse vastava pöörd-
maatriksi olemasolu ja positiivne määratus.

m
min {аи Ьц) t

г j—l

min ej {ЛE — В) l m t,
i

v min ej {QK QQy 1 QT ) l m = min eTg >■ 0,
i i '
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J. KAJARI
ON THE EQUALIZATION OF RANDOM MATRICES

A method for the equalization of random matrices is presented. It is assumed
that the elements of a given matrix are subject to normal independent errors and
the sums of the rows and the columns of the matrix are given exactly. In that case,
the following problem arises: to correct the elements of the matrix so that sums
of the rows and the columns of the obtained matrix are equal to the given ones.
On the basis of the maximum-likelihood principle, a method for the equalization
of random matrices is constructed. The computational scheme of the method contains
an inversion of a matrix. The existence and the positive definiteness of the inverted
matrix are shown.
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	Рис. 1. Одна из Л' ячеек с потенциальной ямой, симметричной относительно центра ячейки. а потенциальный ящик, б параболическая потенциальная яма.
	Рис. 2. Энергетический спектр одномерного вращения в поле двух потенциальных ям (потенциальных ящиков) в зависимости от глубины ямы. / потолок барьера, 2 дно ямы.
	Рис. 3. Энергетический спектр одномерного вращения в поле четырех потенциальных ям в зависимости от глубины ямы. Сплошные кривые соответствуют потенциальным ящикам, штрихованные кривые параболическим потенциальным ямам. 1 потолок барьера, 2 дно ямы.
	Рис. 4. Энергетические спектры одномерного вращения в поле N = 2,3, 4и 6 потенциальных ящиков глубиной V= 4е и спектр свободного вращения. В целях сравнения за нуль последнего считается средняя потенциальная энергия V/2.
	Рис. 5. Энергетический спектр одномерного вращения в поле четырех потенциальных ящиков глубиной V==4е в зависимости от ширины ямы хO.
	Fig. 1. Temperature dependences of the efficiency of various processes of colour centre production in KCI crystals: a the 2nd stage for F-centres (1 pure, 2 Pb-doped); b the 3rd (linear) stage for F-centres (1 pure, 2 Ag-doped); c В-centres in Ag-doped crystal. 1 the number of centres produced by complete optical bleaching of F- and E-centres in sample preliminarily x-rayed for 90 min at RT, 2 the 3rd stage of radiative production; d the number of U-centres produced per optically bleached F-centre in H-doped sample preliminarily x-rayed for 30 min at RT; e the Ist stage for F-centres (1 pure, 2 H-doped): f the number of В-centres destroyed by x-rays during 15 min in KCI (Ca, Ag) crystal preliminarily x-rayed for 30 min at RT and optically bleached in F- and E-bands.
	Fig. 2. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of holes in KCI crystals: a paramagnetic absorption of VK-centres during the heating of samples (1 pure, 2 Ag-doped, 3 Tl-doped) x-rayed at LNT П; b paramagnetic absorption of Ag++-centres (/) and Clßr -centres (2) during the heating of Ag-doped samples x-rayed at LNT f 221; c optical absorption of VK-centres during the heating of Pb-doped sample x-rayed at LNT PB]; d thermoluminescence during the heating of Ag-doped f2ol (/), Pb-doped [,B] (2) and Tl-doped f2lj (5) samples x-rayed at LNT; e see Fig. 1, a; f see Fig. 1, b, 1. The vertical line indicates the hole delocalization temperature.
	Fig. 3. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of anion vacancies in KCI crystals: a thermal decay of а-centres produced by optical bleaching of F-centres in x-rayed samples (/ pure, 2 Li-doped, 3 Sr-doped) [27]; b production of M-centres during the heating of samples x-rayed at LNT [251; c production of FA-centres by optical bleaching of F-centres in additively coloured Na-doped sample [26]; d see Fig. 1, c; e see Fig. 1, d. The vertical line indicates the anion vacancy delocalization temperature.
	Рис. 1. 1 спектры поглощения.; 2 ■— ст; а для РЬР2 [l6]; б для РЬСЬ (толщина слоя d = 350 А); в для Pbßr2 (d = 550 А).
	Рис. 2. Спектр отражения монокристалла РЬС12. Коэффициент отражения дан в относительных единицах, соответствующих интенсивности света, отраженного от неплоской свежесколотой поверхности под углом 45°.
	Рис. 3. Схема энергетических уровней. а для электрона свободных ионов (атомов) хлора и свинца; б для электрона в кристаллической решетке (приближенно учтена энергия Маделунга, а также «сжатие» возбужденных уровней РЬ~ +); в расщепление уровня 3Pi иона свинца в кристаллическом поле с симметрией D2h.
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	Рис. 2.а кривые неизотермической релаксации ЭПР Сг+ и Fe3+ в ZnS; б кривая термостимулированной люминесценции ZnS.
	Рис. 3. Спектр ЭПР монокристалла ZnS при 77° К.
	Рис. 1. Теоретические формы сигнала при а = 0,1 и 6 = 0,8 для различных значений Я,; а сигнал дисперсии, б сигнал поглощения.
	Рис. 2. Зависимость приведенной ширины сигнала поглощения на полувысоте РВ (Дсо)у2 /(Äto)1/s (где (Aco)i/г = 2/Т2 естественная ширина линии) от относительной частоты повторения импульсов РВ сот/(Дсо)1/2 = лД. Параметрами являются величины а и Ь, относительно которых выражение для сигнала инвариантно.
	Рис. 3. Зависимость оптимальных параметров режима работы спектрометра (b/а) опт и Яопт и максимального шумового отношения (C/ZZ/) макс от toJT2 при постоянной амплитуде импульсов ВЧ поля (насыщение не учитывается). За единицу принято теоретическое шумовое отношение в стационарных методах при такой же амплитуде ВЧ поля.
	Рис. 1. Схема к вычислению величины прогиба и угла наклона земной коры в случае неравномерной нагрузки.
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	Рис. 3. Графики смещения реперов с учетом и без учета систематических ошибок, вызванных влиянием колебаний атмосферного давления.
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